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1 Suchalgorithmen

1.1 Insertion Sort
1.1.1 Insertion Sort mit Arrays

« Array der Grof3en
* X3 bisx_1 sortiert
* Sortierex; ein
— Suche ,Richtige Stelle* mittels binarer Suct@(ogn))

— Einfligen vonx; an Stellej (O(i — j), im schlimmsten Falle alsO(i))

1.1.2 Insertion Sort mit Liste

« Liste der Langen
* X1 bisxj_1 sortiert
* Sortierex; ein
— Suche ,Richtige Stelle* mittels Durchlaufe®(j), im schlimmsten Falle alsO(i))

— Einfugen vorx; (O(1))

1.1.3 Laufzeitabschézung

Insgesamt: SeT (n) die Anzahl der bendétigten Elementaroperationemfiiemente im worst case. Also folgt:
n n n
T(n)<c-n+T(n-1) < Zic-i =c Zii <c- zln: c-n?
i= i= i=

Also T(n) € O(r?). (Diese Schreibweise ist nicht ganz korrekt, wéilkeine Funktion ist. Wir identifizieren? mit der
Funktionf : N+ Rxg, f(n) :=n?).

Frage: Ist die Analyse ,scharf*? Gibt es Instanzen fiir die tatsachli€{n®) Elementaroperationen gebraucht werden?
Array: Betr. Instann,n—1,...,1. Fligen wir das-te Elementh—i+ 1 in das sortierte Array ein, missen wir allle 1

bisher eingefligten Elemente verschieben. Also brauchen wir mindég@rmentaroperationen.

Liste: Betr. Instanz 1.. n. Fur jedes einzufigende Element mussen wir die komplette Liste durchlaufen. Also bendétigen
wir mindestens Elementaroperationen.

Also:

T(N)<n+T(n-1) ziii Zi%] [gw = (n— gw +1> . EW anz

AlsoistT(n) € Q(n?) undT(n) € O(n).
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1.2 Merge Sort
1.2.1 Korrektheit

Beweis durch Induktion. Induktionsanfang-= 1: klar.

n—1 — n: Die rekursiven Aufrufe lieferrxy,... ’XL%J bzw. XL%J_H_, .

n—|35| <n—1.Da,merge" korrekt ist, folgt die Korrektheit.

.,Xn korrekt sortiert zurtick, da5| <n—1 und

1.2.2 Implementierung

Idee: Fur beide Felder verwalte einen Zeiger auf das kleinste noch nicht tibertragene Element. Das insgesamt kleinste
noch nicht ibertragenen Element ist eines der beiden.

Maximale Rekursionstiefe [log,n], denn jedes Problem dieser Tiefe enthalt héchstéffs @ (092" — 1 Element und
damit gibt es keinen rekursiven Aufruf.

Aufwand pro Rekursionsebene Seinij fur j =1,...,k die GréRe der Teilprobleme von TiefeDann giltz'j“:l n‘j =n,
da jedes Element in genau einem Teilproblem enthalten ist.

Gesamtlaufzeit ist hochstes°%2" ¢.n = c-n- [log,n] € O(nlogn).

2 Master Theorem

2.1 Beweis

C vn<N
T(m :{ ek +aT([2]) Yn>N

Lemmata
CIogba — alogbc
Seir # 1. Dann gilt;

i ]_ ri+l_1
r' =
JZO r-1

Beweis durch Induktion. Fiir= 0 gilt:

0 1

; -1
1= r= =1
; r-1
Jf
Fari—1—i:
i rj:riJri*lrj:errr‘—l:r‘+1—r‘+ri—1:r‘+1—1
jZO jZO r—1 r—1 r—1
Farr > 1:
i j ri+1 i
r < O(r
J;) _r—le ()
Farr < 1:
[ ri+l_l 1_ri+l 1
rl = = < o1
r-1 1-r _1—r€ (D)
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Intuition  Jeder rekursive Aufruf teilt die Problemgrof3e etwa um den FaktBekursionstiefe ist ewa lgg. Wieviel
Laufzeit brauchen wir in Tiefg?

. . k
Wir habenal Teilprobleme der GroRe etwa. Die Laufzeit ist also< a/ (bﬂj) .

i
Ist (b%) =1, brauchen wir in jeder Tief@(nk), also insgesan®(nlogn).
j ; j
Ist (b%) <1, istz'j:() (b%) € 0(1), also Gesamtlaufze®(nk).
i ' i i logyn
Ist (fp) >1,isty o (5%) €0 ((5‘}) ) Die Rekursionstiefe ist etwa I§gGesamtlaufzeiO (nk- (5‘}) ’ ) =

O<I’lk alogpn ) _ O(nkﬁ) _ O(nlogba)_

(0%

Beweis SeiG(j) die ProblemgréRe in Tief¢. BehauptungG(j) < bl'°%n1-i. Der Beweis erfolgt durch vollstandige
Induktion.
Also ist die Rekursionstiefe hdchstefleg, n|, da Probleme in dieser Tiefe eine GréRe von héchstens 1 haben und somit

keinen rekursiven Aufruf machen. Damit ist die Laufzeit in Ti¢tedchstens-alG(j)* <c-al- (b“ogb'”‘i)k.
Gesamtlaufzeit ist also

[logyn] . . [logyn] . blogbn k
T(n) < Z) c-al- [ pMegwnl-i | < Z; c-b"-al< : )
= <bbloGyN- J= o b
[log,n]

=3 ert()

Rest wie bei der Induktion!

Erweiterung

c vn<N
T :{ crk4aT([2]+d) vn>N

c.k.a,b,N wie vorherd < § — 1.
SeiG(j) die ProblemgroRe in Tiefg Dann gilt:G(j) < b'°%n~i 4 3d.
Beweis durch Induktion.

j =0: Klar.
j—1—j:
j — [logsn]—(j—1)
o(j) < 1611 o [B1o* 00 4 30]
b b
= blo%n1=i 4 @ +d < b°%n1=i 4 39
——
<2d

Laufzeit in Tiefej:
k
ajc b“0gb—|_|‘+ 3d
—_— ~~

N <N
> <

Jedes Teilproblem hat GroR3e von mindest%nda nur rekursive Aufrufe fir Probleme mit Grol3e mindestémrsfolgen.
Also ist die Laufzeit in Tiefej hochstens

i n AL . .
a]C (ZbeHOgb—‘—J) S aJC(szblogbn— J)k _ Czkbk (&)J

Rest wie vorher.
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2.2 RandSelect
2.2.1 Erwartete Laufzeit von RandSelect

Zufallsexperiment: Element mit Ramgvurde gewahltp(i) =
Ist der Rang des Pivotelemeniegilt:

1
=

X<|=i—1,|%| =n—i

SeiT (n,k) die erwartete Anzahl von Vergleichen. Dann gilt:

T(nk)=n—1+= (ZlT n—ik—(i—1)— 1)—|—O+i<T(i—1,k)>

BehauptungT (n,k) <1
Beweis:n <12:T(n,k
n>12:

) < 12n daT(nk) < n?

(nk)<n 14> (le —|+§klzk 1>
TS (Z S )

_n+1+172‘ nin—-1) (h—k+2)(n—k+1) n nin—-1) (k-1)(k-2)

2 2 2 2
N—_—— —_——— —/ ——
< 1 < @

1.Fall:k < 3. Dann gilt:

(n—k+2)(n—k+1) S 33 N
2 -2 8

2.Fall.k> 3. Dann gilt:

(k=1(k-2) _ (3-D(3-2) _nn-1) n-2_nn-1)
2 - 2 8 2 — 12
Insgesamt:
12 n> n(n—1)
T(n,k) <n-— 1+(2+2— 7 )—12n

2.3 DetSelect
2.3.1 Korrektheit

Zeige:rang(x) > 1—30n fur allen, die durch 5 teilbar sind. Bild fum = 25. Wir kdnnen annehmen (durch Umnummerieren),
dassm <mp <...<nmg

Die drei klemsten Elemente der Grupp¥n .. X sind héchstens so groR wieDas sind 35| > 10n viele.

Ist n nicht durch 5 teilbar, finden wir zumlnde% 4) (eine Zahl zwischem und n— 4 ist auf jeden Fall durch 5
tellbar)> 10N — 4 Elemente< x.

Analog zelgen wirang(x) < En+4.

Firn > 80 gilt:
1 3 7 3
n< — < —n< -
4n 10n 4 <rang(x) < 10 4
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2.3.2 Laufzeit

SeiT (n) die Laufzeit von DetSelect. Dann gilt:

c firn< 80
T S{ cn+T (2) +T (3n) sonst

Intuitiv sind die zwei Teilprobleme der GroRgnund %n leichter zu l6sen als ein Teilproblem der GroRe: %n = %n.
Wir erwarten also, dasg(n) < T’(n) mit

T'(n) = { © farn <80 O(n)(Master Theorem)

cn+T (33n)  sonst

Beweis Daher zeigen wir induktivl (n) < 20cn.
Firn < 80: klar.
Farn> 80:

T(n) < cn+T(D) +T(§n) <cn+ 2000 +20c§n =20cn
5 4 5 4
2.4 Radix Sort
2.4.1 Korrektheit

Seix= (Kg,...,kq,i) undx’)(kj,...,kj,i"). Wir zeigen: nach der Sortierung bzgl.deen Komponente liegt vor X, falls
(K-, kq) <|ex(ki/,...,k&).

Induktionsbeweis: |Ai = d. Da nach ded-ten Komponente korrekt sortiert wird, klar.

i+1—i:

1.Fall: ki < ki: Da wir nach dei-ten Komponente sortieren, stimmt die Aussage.

2.Fall:ki = K und (ki 1,...,Kd) <iex (K ,1,.-.,k}). Da die Sortierung bezuglich der letztén-i — 1 Schlussel korrekt ist
(nach IA) istx vor X' bevor nach denirten Schliissel sortiert ist. Da die Sortierung beziiglichietea Schliissels stabil
erfolgt, ist die Aussage korrekt.

2.5 Lexikografisches Sortieren inO(dn+m)
Algorithmus:
1) Erstelle Array mit Tupelmkij,i) mit 1< j <n,1<i<d. Laufzeit:O(nd).

2) Sortiere Tupel mit Bucket-Sort nach 1. Eintrag, dann nach 2 Einrag. Laufzeit: Erster EQ(nagd), Zweiter Eintrag:
O(n+d)

3) Eliminiere Doppelte in Bucket-Strukt@®. Laufzeit:O(n)

4) Radix-Sort, wobei bei den Ausgaben nur die Buckets ausgegeben werdenBdierkommen. Laufzeitd-mal alle
Elemente in Bucket€D(dn). d-mal alle Buckets betrachten, die Elemente beinhalten (maxijn&l(dn)

Gesamtlaufzeitd(dn+ m).

3 Datenstrukturen flr geordnete Mengen
3.1 Skip List

Erwartete GroR3e deri-ten Liste Wahrscheinleichkeit dass ein Elemarih diei-te Liste aufgenommen wird ist gerade
2—i+1
Aufwand zum Suchen Die |logn|-te Liste hat erwartete Grol3e

n n
2llogn|-1 = 2|logn| 2<4

Im Erwartungswert brauchen wir in ddogn|-ten ListeO(1) Zeit.
Erwartete Schritte in einer anderen Liste: 8€jStop“) die Wahrscheinlichkeit, dass das Element, dass wir treffen,
dem Schlissel ist, den wir suchen.

s . . 1
P(,Stop") > P(,Das Element ist in der i+1-ten Listg¢*= >
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3.2 AVL-Baum

Behauptung Ein AVL-Baum der H6héh hat mindesten(s%)h Knoten. Dies lasst sich durch Induktion Ulidseweisen.
Induktionsanfang: h=0 Der Baum hat genau ein Blatt.

Induktionsschritt: h—1— h SeiK(h) die minimale Knotenanzahl eines AVL-Baumes der HihBann gilt:

K(h) > 1+min(K(h—1)+K(h—2) ,K(h—1)+K(h—1)) > 1+ (g)h1+ @)hz >3 <§)h2 (2)“2

hier ist das Minimum

S ORI

Also hat ein AVL-Baum miin Elementen hochstens die Hohe joy da(%)h < nsein muss.

3.3 Splay-Baume

Binarer Suchbaum mit vielen interessanten Zusatzeigenschaften, von denen wir nur eine zeigen (vgl. Tarjan: ,Self-
Adjusting Binary Search Trees" Journal of the ACM 32(3)).

Zusatzliche Operation: splay(x,T): Verandert den Baum soxdas Wurzel wird, fallsx existiert. Andernfalls wird der

direkte Nachfolger oder Vorganger zur Wurzel.

Mit Hilfe von einer oder zwei splay-Operationen lassen sich die Befehle ,lookup®, ,search*, ,insert* und ,delete” in sonst
konstanter Zeit implementieren:

lookup(x,T) :splay(x,T)— Zugriff auf die Wurzel
search(x,T) : Analog zu lookup

insert(x,T) : splay(x,T)— yist Wurzel vonx, wobeiy direkter Vorganger oder Nachfolger ist x als neue Wurzely
als linkes oder rechtes Kind, vorher rechtes oder linkes Kindyals rechtes oder linkes Kind.

delete(x,T) :splay(x,T)— Léschex — splayfe, T)) (groRtes Element ifiy wird Wurzel, hat also kein rechtes Kine}
FlgeT, als rechtes Kind der Wurzel von ein.

3.3.1 Implementierung von splay(x,T)

Eine Rotation am Vater voxbringtx ein Stiick ndher zur Wurzel. Wir betrachten aber immer 2 Schritte auf einmal, d.h.
wir rotieren zuerst am Grof3vater und dann am Vater. Wir erhalten dann 6 Félle:

Fall 1, 2:x hat keinen GroRvater, d.kist Kind der Wurzel.

1.Fall: x ist linkes Kind (Zick). Dann wird eine Rechtsrotation an der Wurzel durchgeflhrkuvicd zur Wurzel.

2.Fall: x ist rechtes Kind (Zack). Dann wird eine Linksrotation an der Wurzel durchgefiihrk wiidi zur Wurzel.

3.Fall: x ist linkes Kind, Vater vorx ist auch linkes Kind (Zick Zick). Dann wird zunéachst am Grol3vater eine Rechts-
rotation und dann am Vater eine Rechtsrotation durchgefiihrt. Dannsirzel, der Vater vorx rechtes Kind, und der
GrofRvater vorx rechtes Kind des rechten Kindes van

4.Fall:x ist rechtes Kind, Vater vor ist auch rechtes Kind (Zack Zack). Analog zu Zick Zick.

5.Fall: xist linkes Kind, Vater vorx st rechtes Kind (Zick Zack). Dann wird zun&chst eine Rechtsrotation am Vater von
durchgefuhrt und dann eine Linksrotation am GroRRvatenv@eann istx die Wurzel, der GroRRvater vondas linke Kind

vonx und der Vater vorx das rechte Kind vor.

6.Fall: x ist rechtes Kind, Vater vorist linkes Kind (Zack Zick). Analog zu Zick Zack.

Beachte: Splay-Baume kdnnen unbalanciert werden. Wird dann auf ein Element zugegriffen, das tief im Baum liegt, ist
die entsprechende Splay-Operation teuer. Aber: Wir kénnen Splay-Operationen amortisiert analysieren, d.h. zeigen dass
eine Splay-Operation im Durchschnitt n@flogn) Rotationen ausfuhrt. Wir nutzen die Analyse mittels einer Potenzial-
funktion. Sei dazu

W(Z) die Anzahl der Knoten im Teilbaum vafy auch das ,Gewicht” des Teilbaumes genannt

Anmerkung: Spéter definieren wir fur jeden Knoten ein individuelles Gewigk}. Das Gewicht eines Teilbaumes ist
dann gerade die Summe der Gewichte seiner Knoten. Der Beweis, den wir gleich herleiten, geht fiir diese Gewichtsdefi-
nition Wort fir Wort durch.

r(z) =logW(Z), auch ,Rang“ von z genannt
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O(T) = Z; r(2)

Satz: Die amortisierten Kostelg, einer Operatiorsplay(x,T) sind hochstens (8(t) —r(x)) +1 € O(1 + log %) C
O(logn), wobeit die Wurzel des BauméE ist.

Hilfsbehauptung: Ein ,Zick“ oder ,Zack* hat amortisierte Kosten-B(r’(x) —r(x)). Ein ,Zick Zack", ,Zack Zick",

»Zick Zick" oder ,Zack Zack" hat hdchstens(B(x) —r(x)) Operationen, wobefi (x) der Rang vorx nach der Operation

ist.

Mit der Hilfsbehauptung erhalten wir fir die amortisierten Kosten einer Splay-Operation eine Teleskopsumme: 1+3(End-
rang vonx - Anfangsrang vorx). Der Rang der Wurzel ist unabhéngig von der Héhe des Baumes stats log

Fall ,Zick® Amortisierte Kosten:

' (X)>r (X

1+ O(THYD(T) =1+ (X)+1'(2) —r(X) —r(2) = L+1'(2) — r(X) ( )gz ¥ 14+ 3(r'(x) — r(x))

Fall ,Zick Zick®  Amortisierte Kosten:

S Y0002 =1 w_,
241 +r'(y)+r'(x) —r(2) —r(y) —r(x) < 24+r'(y)+r'(z) —2r(x) < 3(r'(x) —r(x))

(1) ist Aquivalent z:

—2+2r'(x)—r'(z)—r(x) >0

& logW'(z) logW(x) — 2IogW/( X) < -2
)

N

(
I I < -2
—— \,b_/
=.a =

(2) gilt, da fur 0< a,b <1 mita+b < 1 (dawW'(z) + W(x) < W’'(x)) der Ausdruck log+ logb fir a+b = % maximiert
wird. Dann ist loga+ logh = —2.

Fall ,Zick Zack® Amortisierte Kosten:

r'(x)=r(2),r (x)<r(y) wie oben
2+ +r'(y) +1'(2) —r(x) —r(y) = r(2) < 2+r'(y)+r'@—2r(x) < 3(r'(x) —r(x)

Die anderen Falle verlaufen analog.

3.3.2 Statische Optilalitat von Splay-Baumen
Gegeben:

MengeX von Elementen

C Folge von Zugriffen auf Elemente vof Splay-Baume sind reihenfolgeabhangig!
B der optimale Suchbaum fi@ auf X
ks Anzahl Vergleiche, die ausgefiihrt werden, wéhauf B bearbeitet wird
kspiaysind die Kosten wen@ auf einem beliebigen Anfangssuchbaum mit Hilfe der Splay-Methode bearbeitet wird
Satz:

Anmerkung: Es ist ein offenes Problem, ob es mdglich ist, die Kdstgry mit den Kosten des optimalen dynamischen
Suchbaumes in Verbindung zu setzen.

Zum Beweis missen wir die Definition der Potenzialfunktion abandern. BeiTiefe vonB undt(x) die Tiefe vonx in

B.

w(x) = 3t

W(X) B zim Teilgum voan(Z)
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D(T) = ZrlogW(x)

Im Vergleich zur vorherigen Potenzialfunktion geben wir jedem Knoten ein individuelles Gewicht.

Mit dem vorherigen Beweis (Wort flr Wort) zeigen wir, dass die amortisierten kosten vonsplgyiq O(llog%)
sind, wobei die Wurzel vonT ist.

Als nachstes analysieren WW(t) und ®(T). BehauptungiV(t) < 3+,

Im bindren Baum gibt es hochsterikoten in Tiefei. Also gilt:

t i X t 2 i
W(t) < 2I3tfl :3'[. () Sst.3:3t+1
2, 23

Weiter gilt:

O(T) = ZlogW(x) < ZlogW(t) <n-log3 ™ € O(n?)

Xe

AusW/(x) > w(x))3 1™ undw(t) < 31 folgt, dass die amortisierten Kostkpder Anfrage anx beschréankt sind durch

W(t) 3+ ®)
kx < O(1+Iogm) c O(1+Iogm) =0O(1+log3™)

=0(1+ k(x) )
Anzabhl Vergleiche, die in B bei der Anfrage amusgefiihrt werden

Also gilt:

I(Splayi ZCkXJF q)(TStart) - CD(TEnd) S o(kB + n2)
Xe

3.4 Priority Queue

Wir reprasentieren einen perfekten bindren Baum in einem Aifaist die Wurzel des Baumes, Die Kinder des Knotens,
die in Afi] gespeichert sind, werden Aj2i] bzw. A[2i + 1] gespeichert. Dementsprechend findet man den VateAfibim
All3]]-

Beizeinem perfekten Beispiel sind gerade die Arrayeintr&débis Aln] belegt.

Realisierung der Befehle einer Priority-Queue im bindren Heap:

Min(H) liefert einfachA[1], da das kleinste Element an der Wurzel gespeichert sein muss.

Insert(x,H). Wir speicherm im ersten freien Platz des Arrays. Natirlich kann die Heapeigenschafteretzt sein. Ist

sie verletzt, so vertauschen wimit seinem Vater und beobachten, dass die Heap-Eigenschaft nur an der neuen Position
von x verletzt sein kann. Wir filhren das Vertauschen mit dem Vater so lange fort, bis die Heap-Eigenschatft erfullt ist.
Im Pseudocode:

Insertk,H): Sein die Anzahl der Elemente im Heap vor der Operation

An+1] «—x

while Afi] < A[3] do

vertausche[i], A[5])
i «— 'é

end

Extract_Min(H): Wir schieben das letzte Element im Array an die Wurzel. Dadurch kann die Heapeigenschaft an den

Kindern verletzt sein. Um die Heapeigenschaft wiederherzustellen, vertauschen wir das Element mit dem Kind mit dem
kleineren Schliussel. Jetzt kann die Heapeigenschaft nur an den Kindern der neuen Position des Elementes verletzt sein.

Pseudocode:

procedure EXTRACT_MIN (H)
VerschiebeA[n] nachA[1]
i—1
while Afi] > A[2i] oderA[i] > A[2i + 1] do
if A[2i] < A[2i +1] then
i 2i
else
i—2i+1
VertauscheA[i] undA[| 5]

10
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Decrease_key(id, k, H): Wir werden gleich sehen, wie man einen Identifier realisieren kann, so dasss man in konstanter
Zeit die Position im Array finden kann, an der das zugehdrige Element gespeichert ist. Haben wir die Position gefunden,
andern wir den Schlissel und stellen die Heapeigenschaft wie bei ,Insert” wieder her.

Delete(id, H): decrease_kegl(—c, H), extract_mink)

Alle Operationen (aufer min) haben eine Laufzeit, die proportional zur Tiefe des Baumes i€ |atgu).

Realisierung des Identifiers: Bei jedem Ins@rtégen wir ein Objekt an, dasund die aktuelle Position des Elementes

im Array speichert und liefern einen Zeiger auf das Objekt zuriick. Im Array speichern wir ebenfalls einen Zeiger auf das
Objekt.Verschieben wir ein Element im Array, aktualisieren wir die Positionsinformation im Objekt. Die asymptotische
Laufzeit &ndert sich dadurch nicht.

3.5 Binomial Queue

Beispiel: Queue fir 20 Elemente besteht aus eiBgmnd einenBs,.
Hilfsoperation:
procedure ADD TREE(HeapB, Zeigeri)
> i ist Zeiger in die Wurzelliste mit Vorganger vaikleineren Wurzelgrad aB, Nachfolger grof3eren
if In der Wurzelliste ist ein HeaPB' der gleichen GrofRe enthaltémen
VerbindeB undB' zuB”
ADDTREE(B", nex(i))
else
FlgeB in Wurzelliste ein

Min: Wir speichern einen Zeiger auf das kleinste Element. Bei den anderen Operationen achten wir darauf, dass wir den
Zeiger aktualisieren. (Dazu braucht nur einml die Wurzelliste durchlaufen zu werden)

Insert(x): Erzeugddg, der nurx enthalt. Flige diesen mit addTree in die Wurzelliste ein, wobei der Zeiger genau der
Anfangszeiger der Wurzelliste ist. Die Laufzeit von insert hat asymptotisch die gleiche Laufzeit von addTree. Da alle
Heaps der Wurzelliste eine unterschiedliche Grof3e haben, und der grofite HBagyginst, gibt es in der Wurzelliste
héchstens log Heaps. Wir rufen addTree hochstensnhagal rekursiv auf. Also ist die Laufze@®(logn).

DecreaseKey(id, k): wie beim binaren Heap (Zeiger auf Knoten als Identifier)

ExtractMin: Das kleinste Element ist die Wurzel eines HeBpsWir lI6schenB; aus der Wurzelliste und fugen die
Kinder des Knotens (die selber wiederum Binomiale Haapbis B;_1 sind) in die Wurzelliste ein. Dazu iterieren wir
parallel Gber die Wurzelliste und die Kinder (&hnlich wie beim Addieren von Binarzahlen). Haben wir einen Heap einer
bestimmten GroRe, so fiigen wir ihn in die Wurzelliste ein. Dabei gehen wir wie folgt vor:

« Haben wir einen Heap einer bestimmten Gr6R3e, so figen wir ihn in die Wurzelliste ein.
« Haben wir zwei Heaps einer bestimmten Grol3e, so verbinden wir diese.

« Haben wir drei Heaps einer bestimmten GréR3e, so verbinden wir zwei davon und fligen den dritten in die Wurzelliste
ein.

Delete(id): Wieder decreaseKey und extractMin.

3.5.1 Amortisierte Analyse von insert

Das Einfugen der Kinder eines Knotens verlief &hnlich dem Addieren zweier Bindrzahlen. So kommt man auf die Idee,
dass das Einfligen einBg ahnlich dem Hochzahlen eines Binarzéhlers erfolgt. Wir definieren deshalb

®(H) = c1 - (Anzahl binomialer Heaps

Wobeic; die Worst-Case-Laufzeit von addTree ohne rekursive Aufrufe ist.
Wird bei inset(x) addTre&-mal rekursiv aufgerufen, so werd&Heaps geldscht, und einer kommt hinzu. Daher ist die
Amortisierte Laufzeit

ke — (k—1)c1 =1 € O(1)

3.6 Fibonacci-Heap

Behauptung: Der maximale Grad eines Knotens im Fibonacci-Heap ist logarithmisch beschrankt.

Wir zeigen: Die maximale Anzahl Knoten in einem He&pnit Wurzelgrad ist mindestens' fir eine Konstante > 1.
Damit kann es keine Wurzel vom Gradlog,n geben.

Offensichtlich giltsg = 1,5 = 2.

Seienvy,...,V; die Kinder eines Knotens vom Grath der Reihenfolge in der sie Kinder verwurden. Alsv; zum Kind
vonv wurde, hatter mindesteng — 1 Kinder (namlichvy, ..., vj_1, eventuell zuséatzlich noch andere Kinder, dipater
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verloren hat). Zu diesem Zeitpunkt hattealso mindesteng— 1 Kinder. Also hat; jetzt mindesteng — 2 Kinder (da er
nur ein Kind verlieren kann). Also:
> 1 + 1 + + S +...+S-
S = S 1 S-2

v Vi V2 ] Vi
Per Induktion kann man leicht zeigen, dass (%)'
Analysiert mars genauer, so sieht man= F_», wobeiF; diei-te Fibonacci-Zahl ist.
Amortisierte Analyse:
Benutze Potenzialfunktion:

®(H) = c1(Anzahl Heaps in Wurzellisyer (c1 + ¢2) (Anzahl Markierungeh

wobeic, geeignet gewahlt wurde.

Insert verandert die Anzahl der Markierungen niehgleiche Anaylse wie vorher.

ExtractMin: Es gibt nicht mehr Makierungen nach der Operation (und wie vorher héchsteridéags)= O(logn)
DecreaseKey: Wenn wikneue Heaps in die Wurzelliste einfiigen, I6schenkwirl Markierungen und markieren héchs-
tens einen Knoten= Amortisierte Laufzeit:

k(cz+c1) —(k=2)(c2+1)
N——
Amortisierte Kosten von AddTree + Zeiger umbiegen

4 Datenstrukturen fir ungeordnete Mengen

4.1 Hashing
4.1.1 Mittlere Laufzeit von Hashing

Wir machen die (leider meist unrealistische) Annahme, dass jede Teilmenge gleich wahrscheinlich ist. Also ist der Wahr-
scheinlichkeitsraum

W={SCU[[§=n}

Fir ein festex € U ist Cx eine Zufallsvariable. Wir berechnen ihren Erwartungswert:
1 1
E[Cx] = — Cx (S =— 1
Wi &, W 2 2
S=n IS/=n h(x)=h(y)

Wir wollen die Summationsreihenfolge vertauschen. Leider hangt die 2.Summe von der 1. ab. Wir nutzen folgenden Trick:
Wir definieren

. 1 fallsyeS
iy(S) = { y

0 sonst
Damit ist
1= iy(S)
hiy) h(x%«y)
Also folgt
A N DRICEND bl LR
hx=hiy) W |s=n hx=hiy) (,:) hx=hiy) N "
(h1)

12
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Definition (Faire Hashfunktion) Eine Hashfunktiorh: U — {0,...,m— 1} heiR3tfair, falls
1, NT .. . .
h=()| < P firallei,0<i<m-1

Satz: Wenrh eine faire Hashfunkion ist, dann gilt fir atkez U:

E[Cd = =+

“m N

Beweis: Nach obiger Rechnung gilt:

E[Cx] = ph '(h0) < & m = (2 +1) S

Korollar: Die mittlerer Laufzeit von Hashing mit fairer Hashfunktion pro Operatio®igt+ ).
Beweis: DaN > m, gilt E[Cx] < & + 1.
4.1.2 Universelles Hashing

Ziel: Entferne die Annahme, dassgleichverteilt ist. Trick: Algorithmus wahlt Hashfunktion zuféllig. Definition: Sei
ce RundU = {0,...,N—1}. Dann heif3t eine Menge

HC{h:U— {0,....m-1}}

c-universell, wenn fur alle,y € U mit x £ y gilt
[{heH [h) =hy)| <cl
Satz: WenrH c-universell ist, dann gilt:
E[Cx] < c% fur allex € U, wennh gleichverteilt zuféllig gewahlt wird

Beweis:
1

B =2, 20

h(x)=h(y)
Sei

1 fallsh(x) = h(y)
6XY(h){ 0 sonst

Dann gilt:
1 heH
ElCx] = — Oxy(h) = h
[Cx] |H\h;ygs xy () gs 5 D
1 |H] n
<1+ ——c—=1+c—
yZQ|H| m m

y#x

Lemma: SeN eine Primzahl. Fiac {1,...,N— 1} sei
ha:U — {0,...,m—1} hy(x) = ((ax) modN) modm

DannistH = {hg,1 < a,< N -1} 2-universell.
Beweis: Seiernx,y € U mit x # y. Fur wie vielea € {1,...,N —1} ist ha(x) = ha(y)?
Wennh,(X) = ha(y), dann((ax) modN) modm) = ((ay) modN) modm). Also:

m| (ax) modN — (ay) modN

0,.N—1 0,..N—1

i i fr T mi i« N=1 .
Also ist (ax) modN — (ay) modN = im fir i mit 0 < [i| < ===. Also:

a(x—y) =im( modN)

13
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DaN eine Prinzahl ist, gibt es fur jedés4 0 nur eine Lésung voa(x—y) = im( modN). Furi = 0 hat die Gleichung
keine Lésung. Also:

N-1

{a] ha() = ha(y)}] <22

Da|H|=N-—1ist, gilt

H
[{he Hhg) =iy} <21
Satz: SelSC U, |§ =nundH einec-universelle Klasse von Hash-Funktionen. Wenn hvleichverteilt zufallig ausd

waéhlen, dann brauchen die Operationen insert, delete, loakugrteteLaufzeitO(1+cy,).

4.1.3 Idee von Hashing

Wir wollen Elemente eines Universurds= {0,...,N} speichern, wobel sehr groR ist. D&l sehr groR ist, ist ein Array
nicht moglich.

Idee: Wahle eine Funktion (genannt HashfunktibnlJ — {0,...,m— 1} mit m~ n (Anzahl der zu speichernden ELe-
mente. Speicherec U in einem Array an Positioh(x). Da nun mehrere Elemente am gleichen Index gespeichert werden
missen, erzeugen wir ein Array von Listen. Eine Hashfunktion ist ,gut“, wenn die Elel@gltiehmaRig Uber das Array
verteilt werden. Die Laufzeit zum Suchen veist ndmlichO(1+ Cy), wobeiCy die GréRRe deh(x) — tenListe ist.

Da der Algorithmus die Meng8 nicht kennt, kann er keine solche Hashfunktion finden.

2 Anséatze zum Losen dieses Problemes.

1. Wir machen die (leider unrealistische) Annahme, dass jede Teilmenge gleich wahrscheinlich ist. Eine Rechnung
zeigt, dass es sinnvoll ist, das Universu gleichméaRig tber die Werte.,m— 1} zu verteilen. Die erwartete
GroRe einer Liste ist hochste@§1+ ).

2. Der Algorithmus wahlt eine zufallige Hashfunktion. Da wir nur mit Hashfunktionen arbeiten wollen, die wir effizi-
ent auswerten und kompakt speichern kénnen , wahlen wir nicht eine beliebige Hashfunktion, sondern beschrénken
uns auf eine (geschickt gewahlte) Menge von Funktionen. Eine Menge von Hashfunktionen ist ,gut‘, wenn die
Wabhrscheinlichkeit, dass zwei verschiedene Elemente auf den gleichen Hashwert abgebildet werden, ,klein® ist.
Wir sagen, eine Menge von Hashfunktionercismiversell, wenn diese Wahrscheinlichkeit immer héchsfeist.

Zufallsexperiment: Wéhle gleichverteilt zuféllige H (Klasse der Hashfunktionergruniversell heisst: Fix,y € U
mit X # y gilt

P(h(X) = h(y)) = j”h; Do) < 5. wobeigyn) = { 5 Eiene9 =)

Eine Rechnung zeigt, dass die erwartete Grof3e einer Liste, wenn man eine zuféllige Hashfunktmuorgiegsellen
Klasse wahlt, beschréankt ist dur€{l+ 1).

Eine 2-universelle Klasse von Hashfunktionen ist

H:={hs:U — {0,...,m—1}, wobeihs(x) = ((ax) modN) modm}

4.1.4 FeldgroRRe

Frage: Welche TafelgroRe ist ideal: Zugriffszeit?, also wahlem moglichst groR?. Speicherbedagfn+m, also wéhle
mmoglichst klein. Kompromiss: Wahia = n.

Was ist zu tun, wenn mamnicht kennt?

Lésung: Wahle Tafel der GroRé. Btarte mit einenip (z.B. ig = 10).

JInsert“: Fiige Element wie gehabt ein. Wenn jetzt’2Elemente gespeichert sind, gehe zu TafelgrdRé izber. Dazu
mussen fur alle Elemente neue Hashwerte berechnet werden.

,Delete*: Lésche Element wie gehabt. Wenn jetzt nur nott Elemente gespeichert sind (und- ig), dann halbiere
TafelgroRe.

Satz: Wenn die Kosten fir das umspeichern in eine neue Tafel linear in der Anzahl der ungespeicherten Elemente ist, dann
haben alle Operationen erwartete amortisierte LaufzeitQqd).

Beobachtungen:

+ Wird die TafelgréRe geandert missen mindestér&@nente eingefiigt werden, bzw. mindestehs Elemente
geldscht werden, bis die Tafelgrof3e erneut gedndert wird.

+ Die TafelgréRRe ist immer zwischéhund i, also®(n).
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Eine insert- oder delete-Operation ist teuer, wenn die Elemente in eine neue Tafel umgespeichert werden. Wir missen
eine Potenzialfunktion wahlen, die einen héheren Wert hat, wenn wir nahe am Rand der tolerierten Tafelgrof3e sind. Da
jede Operation amortisiert erwartet1) kosten soll, darf sich das Potenzial pro Operation nie um mehr als eine Konstante
erhéhen.

Waéhle deshalb

® =c-|n— 2|, wobei 2 die aktuelle TafelgroRe ist

Wir nehmen an, dadsElemente irc’ - k Zeit umgespeichert werden kénnen.

Zur Analyse der Kosten unterscheiden wir 2 Falle.

1. Ohne Umspeichern.

insert, delete und lookup brauchen erwartete 2¢lt), das Potenzial erhéht sich um hdchstenélso ist die erwartete
amortisierte Laufzei®(1) +c¢ C O(1).

2. Mit Umspeichern.

Linsert‘. Die Anzahl der gespeicherten Elemente erhoht sich also'alfRas Potenzial fallt vor(2+1 — 1 —2') auf 0.
Also sind die amortisierten Kosten

G+®d - 1 <2+t.d—(2'—1)c<c fallsc>2¢

,delete*: Die Anzahl der gespeicherten Elemente fallt duf-2Das Potenzial fallt also voo(2' — (21 + 1)) auf 0.
Amortisierte Kosten

d.2-1_¢@21-1)<cfallsc>c

»lookup®: Kein Umspeichern méglich.
Wabhle alsac = 2¢'.

4.1.5 Dynamisches Hashing

TafelgroRe 2 Starte mit 2.
.nsert‘ : wie gehabt. Wenn'_Z1 Elemente gespeichert, verdopple TafelgoRRe.
,delete” : wie gehabt. Wenn'2! Elemente gespeichert, halbiere TafelgoRe.

Amortisierte Analyse Wahle Potenzialfunktion
®=cjn—2

Umspeichern voiK Elementen kostet héchstecs.

1.Fall: TafelgroRe wird nicht geandert. Postenzial &ndert sich um hoclestaiso ist die erwartete Laufzeit von insert,
delete und looku®(1) +c=O(1).

2.Fall: TafelgroRe andert sich.

Linsert*: Die Anzahl der gespeicherten Elemente erhoht sich Voh-21 auf 2*1. Also fallt das Potenzial voa. |21 —
2'| aufc- |21 — 2'+1| = 0. Die Kosten der Operation sind erwartete Kosten @) plusc’2'+? fir das Umspeichern.
Die erwarteten amortisierten Kosten sind also

O(1)+c2*1 —c. |21 —1-2'|=0(1)+ 22+ —c2' —c = O(1), fallsc > 2¢

,delete”: Die Anzahl gespeicherter Elemente erniedrigt sich voh21 auf 2-1. Also fallt das Potenzial voa- |21 +
12| auf 0. Die Kosten fiir das Umspeichern sitiéf ~1. Die erwarteten Kosten sind also

O(1)¢2~t—¢(2~1-1)=0(1), fallsc > ¢

Wahlen wirc = 2¢, so ergeben sich erwartete amortisierte Kosten@() fur Operation.

4.1.6 Perfektes Hashing

Fragestellung: Angenommen wir kennen die Mei®@er zu speichernden Elemente. Kénnen wir eine Hashfunktoin
finden, so dass gilt:

« hist konfliktfrei, d.h.h(x) # h(y) fur allex,y € Sx#Y.
* Die TafelgréRe vorH ist O(n).
» Wir kénnen die Hashfunktion mid(n) Platz im Speicher représentieren undiflL) auswerten.

Eine solche Hashfunktion nennen wir perfekt.
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1.Ansatz: Wabhle eine zufallige Hashfunktion einetuniversellen Klasse. Ist eine zufallige Hashfunktion konfliktfrei

mit Wahrscheinlichkeit von mindesteésso kénnen wir durch wiederholtes zufalliges Auswahlen eine solche Hashfunk-
tion finden (insbesondere existiert dann eine solche Hashfunktion)

Frage: Wie grol3 muss man die Tafelgré3e wahlen, damit eine zuféllige Hashfunktion mit Wahrscheinlichkeit von min-
destens; konfliktfrei ist?

Fur festex,y € Smit x # y wissen wir:P(h(x) = h(y)) < =. Also ist

c

m

P(Konflikt existiert) < % P(h(x) = h(y)) < (2);
x).(y:ys

Wahlt manm = 2c(3), ergibt sichP(Konflikt existiert) < 3 1 und somitP(Konfliktfrei) > %
Als kann man eine konfliktfreie Hashfunktion mit TafelgraBe?) finden.

2.Ansatz: Zweistufiges Hashing Suche Hashfunktioh mit TafelgréRen;, die S, relativ gut verteilt“. Seib; die Anzahl
der Elemente vos mit h(x) =i

Fur jeden Tafelindexwéahle konfliktfreie Hashfunktioh; mit Tafelgré3e 2(%) nach dem 1. Ansatz.

Fur jeden Index reservieren wir ein Array[i] der GroR3e Q(%). Ein Element wird in A[h(x), hyy) (X)] gespeichert.

Beispiel SeiS={3,17,63,92 113}, N =127,h(x) := (xmodN) mod 6. Wé&hleho = hy = hy = hy mit hj(x) = 0. Wéhle
hs(x) = ((3x) modN) mod 4. Wéhlehs(x) = ((2x) modN) mod 4.

Gesamtplatzbedarf und Laufzeit Platzbedarf fir Hashtafeln:

o(n+5,(2))

Platzbedarf fur Hashfunktionen:
O(n), denn wir speichern+ 1 Hasfunktionen

Laufzeit:
,Lookup" worst-case-Laufzeit vo@(1).
Frage: Wie groB iy ; 2¢(%) im Erwartungswert.

Elzl( )] PR

1 0 _
= Hh; i;l{{X,Y} | %Y € Sx#y,h(x) = h(y) =i}

Hier reicht es, den Summanden mik) = i zu betrachten, alle anderen sind 0.

— 1 3 I(xy} 1 xy € Sx w9 =hiy)

heH

<Grol3e vorb; fur H)

da man Uber alle Tupel von Elementen die Indikatorfunktip) = h(y) summiert.
c—universell 1 c <n) 2 1
< -

< =c
- 5 c(n+1)

2

[H| {xy} | xyeSx#AyheH

Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass fur eine zufallige Hashfunktjo@) >c(n+1) gilt, héchsten&;. (Markov-
UngleichungP(X > (E[X) < 1))
Zusammenfassund des Algorithmus zum Finden einer Perfekten Hashfunktion:

1. Wahle iteriert eine zufallige Hashfunktiormit TafelgroRen, bis 3" ; (%) <c(n+1).

2. Firi = 1 bisn Wahle iteriert eine zuféllige Hashfunktidnmit Tafelgrole 2(%), bis h; konfliktfrei.

Laufzeit: 1. Schritt: Jede Iteration brauddtn). Im Erwartungswert braucht man hdchstens 2 Iterationen. 2.Schritt: Fur
jedesi bracuht jede Iteratio®(n?). Im Erwartungswert braucht man jeweils héchstens 2 Iterationen.

Satz: Perfektes Hashing garntiert konstante Zugriffszeit. Eine perfekte Hashfunktion kann in erwartédén)Zgéfun-

den werden.
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5 Union-Find-Datenstruktur

SeiU = {0,...,n} Universum. Wir wollen PartitioneR = {Py,...,P_1} vonU verwalten, d.hUik;()lF’. =U,RNP;=0
fallsi # j. Jeded? nennen wir einen Block.

Wir starten mit der Partitiof{0},...,{n—1}}, alson Blocke, die jeweils ein Element enthalten und unterstitzen die
Befehle:

Union(x,y): Vereinigt die Blécke, die undy enthalten.

SameBlockx,y): Liefert ,true®, falls x undy im gleichen Block sind.

Anwendung:

e Berechnung minimaler aufspannender Baume
« Offline-Min-Probleme (Ubung)

Wir realisieren dies leicht modifiziert. Wir geben jedem Blcok einen eindeutigen Namen, der gerade einem Element des
Blocks entspricht, und unterstiitzen die Befehle:

Find(x) liefert den Namen des Blockes, deenthalt.

Union(A,B), wobeiA und B Namen von Blécken sind: Vereinigt die BlockeundB.

Die Befehle von oben kann man wie folgt simulieren:

Union(x,y) durch Union(FindX),Find{y))

SameBlock,y) durch Findx);Find(y).
Ubungsaufgabe: Realisieren sie die Union-Find-Datenstruktur tiber Listen bzw. Arrays und analysieren Sie die Laufzeit.

5.1 Realisierung durch Baume

Wir verwalten die Partition als Menge von Baumen. Jeder Block entspricht einem Baum. Der Name des Blockes ist das
Element, das an der Wurzel gespeichert ist. Im Gegensatz zum Suchbaum speichern wir fiir jeden Knoten nur einen Zeiger,
der auf den Vater zeigt.

Find verfolgt den Vater-Zeiger, bis die Wurzel erreicht ist.

Union: Macht die Wurzel des Baumes mit geringerer Tiefe zum Kind der Wurzel es anderen Baumes. Sind beide Baume
gleich tief, wahle einen beliebigen als Kind des anderen.

Beobachtung: Die Tiefe der Baume kann leicht gespeichert werden: Werden zwei Baume gleicher Tiefe vereinigt, so
erhoht sich die Tiefe um 1, andernfalls &ndert sich die Tiefe nicht.

Laufzeiten: Union brauchd(1)

Find brauchD(maximale Tiefe eines Baumges

Frage: Wie tief kann ein Baum werden?

Behauptung: Ein Baum der Tiefeenthalt mindestens Elemente.

Beweis: Induktiv.

Induktionsanfang: Jeder Baum der Tiefe 0 enthalt genau ein Element.

t — 1 — t: Ein neuer Baum der Tiefeentsteht nur, wenn wir 2 Baume der Teife 1 verinigen. Nach IV enthalten sie
jeweils mindestens'2! Elemente. Also enthalt der neue Baum mindeste2§ 3 = 2! Elemente. Danach kann der Baum

nur noch mehr Elemente hinzubekommen.

Satz: Eine Union-Find-Datenstruktur kann so realisiert werden, dass ,Find“ eine Laufz&X(igom) und ,Union“ eine

Laufzeit vonO(1) hat.

5.1.1 Vereinigung nach Rang mit Pfadkomprimierung

Idee von Pfadkomprimierung: Wir merken uns alle Knoten, die bei einer Find-Anweisung gesucht werden, und héngen
sie direkt unter die Wurzel. Danach kdnnen weitere Find-Anweisungen billiger werden. Problem: Wir kénnen die Tiefe
eines Baumes nicht mehr so leich speichern. Deshalb vereinigen wir nach Rang, wobei der Rang eines Knotens gerade
der Tiefe entspricht, die sein Teilbaum hétte, wenn wir keine Pfadkomprimierung machen wiirden.

Am Anfang hat jeder Knoten Rang 0. Vereinigen wir 2 Wurzeln mit verschiedenem Rang &ndern sich die Range nicht,
andernfalls erh6ht sich der Rang der Wurzel der Vereinigung von 1.

Beobachtungen zum Rang eines Knotens:

* Wird in Knoten zum Kind eines anderen, &ndert sich sein Rang nicht mehr.
« Der Rang eines Knotens kann nur steigen

e Der Rang eines Knotens ist immer kleiner als der Rang seines Vaters (gilt sowohl bei Union, als auch bei der
Pfadkomprimierung)

 Die Anzahl der Elemente mit Rarigist hdchsten%. Erhalt ein Element Ranlg enthalt der Baum mindesten 2
Elemente. Diese!2Elemente steuern nicht mehr dazu bei, dass ein anderer KnoterkRatigglt.
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5.1.2 Dielog*-Funktion
log*(n) := min{i € N | log" (n) < 1}

also die Anzahl, wie oft man den Logarithmus ziehen muss, bis man hdchstens 1 erhalt. Bei§p§'®ql:al)og 5, denn
log(22'°) = 216, log 26 = 16, log 26 = 16, log 16= 4, log4 = 2, log2= 1.
Anmerkung : ° ~ 2. 1019728 die Anzahl der Atome im Universum wird auf hochsten&igeschétzt.

5.1.3 Amortisierte Analyse

Wir analysieren jetzt die Kosten vanfind-Operationen (wobei zwischendurch Union-Operationen ausgefiihrt werden).
Sei X die Menge der Knoten, di bei déiten Find-Anweisung besucht werden. Die Laufzeit d@n Find-Operation

ist dannO(|X|), die Gesamtlaufze®(3 ", |Xi|). Wir analysierery " ; [Xi|. Wir teilen die Kosten vorX; auf die Konten
K1,K>, Kg fur 0 <i <log*(n) und z&hlen anschlieend, wieviele Knoten auf den einzelnen Knoten liegen.

etrachte eine Mengs.

1. Die Wurzel und das Kind der Wurzel kommen auf das Kdfito

2. Fur einen Knotew in X; seip(v) der Vater vorv bei dieser find-Operation. Ist I6gang(v)) = log*(rang(p(v)),
dann kommv auf das KontdK,, andernfalls auKéog*(ra"g(V)).
Wir Analysiehren die Anzahl der Knoten auf den einzelnen Konten:
Ki: Jede find-Anweisung legt hdchstens 2 Knotenkyfalso enthalK; hdchstens i Knoten.
K,: Da die Range zur Wurzel monoton wachsen, kdnnen bei einevfiAd(veisung hdchstens I6grang(v)) < log*(log(n))
Knoten auf KontdK; gelegt werden, also insgesamt hochstaisg* (log(n)).

Ki: Jedes Mal, weniv auf das Kontok 9 @"%") gelegt wird, erhht sich der Rang des Vaters worGilteinmal
log* (rang(v)) # log* (rang(p(v)), wird v nie mehr auf Kontaky® ") gelegt. Da log(k) # log* (2¥) gilt, wird v
hochstens 2"9v)-mal auf das Kont¢<'3°g*(ra”g(")> gelegt.
Seik minimal mit log* (k) = i. Insgesamt liegen aif; hochstens
” 2 —2
k1 . = 2n Knoten
~ >Wie oft ein Knoten auf das Konti§; kommen kann

>Anzahl Knoterv mit log* (rang(v)) =i

Insgesat liegen auf den Knoten héchstens

2m+ mlog*(n) + (log*(log(n)) 4+ 1)) -2n € O((n+ m)log*(n)) Knoten

log*(n)

Satz: Eine Union-Find-Datenstruktur kann so implementiert werdennafisd-Anweisungen hdchste@ (n+m)log*(n))
Laufzeit und jede Union-Anweisung Laufz€X1) hat.

Bemerkungen: Es macht keinen Sinn, Elemente zu speichern, auf die nie zugegriffen wird. Auch in der Analyse kann man
diese Elemente ,wegdiskutieren“, so dass ,m" find Operatid@énlog®(n)) kosten.

Man kann genauer analysieren, dass die worst-case-Laufzeinford-Operationer®(m- a(n,m)) ist, wobeia eine

inverse Ackermannfunktion ist, die noch wesentlich langsamer wéchst &(s)og

6 Graphenalgorithmen

Definition: Ein gerichteter Graph ist eine endliche Mekgeon Knoten und eine endliche MengeZ V x V von Kanten.
Wir bezeichnen einen Graphen r@it= (V, E). Eine Kantee vonv nachw bezeichnen wir mie = (v,w). Bei einer Kante
e= (v,w) bezeichnet man

» wals Nachbar vowr

e wist adjazent zw

e vundw sind inzident zie

» Die Anzahl eingehenter Kanteneines Knotens nennt man den Eingangsgrad wan
Beispiele fur Graphen:

« StralRenkarten: Knoter Kreuzungen, Kantee: StraRenstlicke zwischen zwei Kreuzungen,
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« Internet: Knoten= Computer, Kantees Verbindungen (Links)
« Webseiten

Oft specihert man mit Knoten oder Kanten noch Zusatzinformationen, also eine Abbddéng: R (bzw.V — R), z.B.
Lange der StraRenstiicke.
Weitere Graphen:

» bidirektionaler Graph: Gerichteter Graph, bei dem fiir jede Kéwie) < E die Kante(w, V) existiert.
 Ungerichteter Graph: Wir identifizierefr, w) und (w, v) im bidirektionalen Graphen.
« Multigraph: Kantenmenge ist eine Multimenge.

Definitionen:

» Pfad:P:= (vo,e1,Vv1,€,...,Vk_1,&,Vk), WoObeivy, ...,k eV, e1,...,&x € Eundeg = (Vi_1, V).
FallsG kein Multigraph ist, so schreiben wir auéh= (vo,...w)

Zyklus: Pfad mitvg = w.

Einfacher Pfad: Pfad mit # v; fur allei # j.

 Ein ungerichteter Graph heil3t zusammenhéngend, wenn es fiir je zwei Knatelnwv einen Pfad zwischemund
w gibt.

L]

Ein gerichteter Graph heil3t azyklisch, wenn er keinen Zyklus enthalt.

Beispiel: Kdnigsberger Brickenproblem

Frage: Finde einen Rundweg, der jede Briicke einmal Giberquert.

Formulierung als Graphproblem: Wir haben einen Knoten fiir jedes ,ohne Briicken erreichbare” Gebiet. Kanten der Gra-
phen entsprechen den Briicken (Ungerichteter Multigraph). Gesucht: Zyklus, der jede Kante genau einmal enthalt. Einen
solchen Zyklus nennt man einen Euler-Zyklus oder eine Eulertour.

Satz: Ein ungerichteter Multigraph enthalt eine Eulertour genau dann, w&azusammenhangend ist und jeer Knoten

einen geraden Eingangsgrad hat.

Beweis: Eulertour- Zusammenhéangend: Klar (au3er falls isolierte Knoten gibt).

Eulertour=- gerader Grad. Besucht der Zyklus einen Knotelnesuchte er zwei Knoten, die Inzidentwzsind.
Zusammenhangend und gerader Geadtulertour. Wir finden einen Zyklus wie folgt:

« Starte bei einem beliebigen Knoten
« Solange moglich, gehe zu einem beliebigen adjazenten Knoten und l6sche die Benutzte Kante.

Das Verfahren knn nur im Knotenenden, da jeder Knoten einen geraden Grad hat. (Wenn ich lber eine Kante zu einem
Knoten gelange, gibt es noch mindestens eine Kante, die den Knoten verlasst)

Wiederholte Anwendung dieses Verfahrens zwelegt den Graphen in eine Menge von Zyklen. Da der Graph zusammen-
hangend ist, kbénnen diese Zyklen zu einem Zyklus zusammengesetzt werden (Zusammensetzen von 2 Zyklen: Nimm
einen Zyklus, bis ein Knoten des anderen erreicht wird, dan komplett diesen Zyklus, dann Rest des 1. Zyklus)
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6.1 Darstellung von Graphen im Speicher

Meistens Adjazenzlisten. Wir verwalten ein Array vph| Listen. Die Liste fur Knoternv enthélt alle Knoten, die
verlassen.
Alternativen/Erweiterngen

* Verwalte Listen sortiert

« Verwalte zusatzlich Listen von eingehenden Kanten

 Speichere zu jeder Kanfe w) einen Zeiger auf die Kant@v,v) (bei bidirektionalen Graphen)
« Falls der Graph nicht verandert werden, kann man Arrays statt listen benutzen.

Alternative: Adjazenzmatrix: Speichejé| x |V |-Matrix M. Gibt es eine Kanté, j), setzeM(i, j) = 1, andernfalls setze
M(i,j)=0.

Vergleich: Adjanzenzliste / -matrix. SB/| = n, |[E| = m.
Liste Matrix
Iterieren Uber alle Kanten O(3Tvev (1+outdedv)) = O(n+m) o(n?)
Speicherbedarf O(n+m) o(n?)

Testen, ob Kantéi, j) € E | O(1+ outdedi)) € O(n) , falls kein Multigraph  O(1)

6.2 Topologisches Sortieren

SeiG = (V,E) ein gerichteter Graph. Eine bijektive Abbildungm: V — {1,...,n} heif3t topologische Sortierung, falls
num(i) < num(j), falls (i, j) € E.

Satz: Ein gerichteter Graph = (V, E) besitzt eine topologische Sortierung genau dann, wenn er azyklisch ist.

Beweis:=-: Seinumeine topologische Sortierung. Annah@enthalt einen Zyklusgvy, ... ., vk = Vp. Dann giltnum(vp) <

numvi) < ... < numvg) = numvp) - Widerspruch.

< Hilfsbehauptung: Ein azyklischer Grah enthéalt einen Knoten mit Eingangsgrad 0. Beweis: Angenommen jeder Knoten
hat eingehende Kantg(v),v). Konstruieren+ 1 Knoten durch

(W) = v o furi=0

PV = p(p'~(v)) sonst

DaG nurn Knoten hat, gili < j mit p'(v) = p/(v). Dann ist(p! (v), p)~%(v)) ein Zyklus.

Mit der Hilfsbehauptung ergibt sich folgendes Verfahren zur topologischen Sortierung:
« Finde Knoten mit Eingangsgrad 0

* Nummeriere ihn, I6sche ihn und die ausgehenden Kanten

« Nummeriere den Restgraphen

1: procedure TOPSORT(GraphG)

2 A — Feld der GroR3e, initialisiert mit Nullen

3 forall veV do

4 for all (v,w) € Adj[v] do

5; Aw] — Aw]+1

6 ZERO+— 0

7 forall veV do

8 if Alv] =0then

9: ZERO+ ZEROU {v}
10:  while ZERO+# 0 do
11: Waéhle und entferne einen Knotere ZERO
12: AV =i
13: i—i+1
14: forall (v,w) € Adj[v] do > Dies sind die zu I[6schenden Kanten
15: Aw] — Aw] -1 > Aktualisiere Eingangsgrad vom
16: if Alw] =0then
17: ZERO+— ZEROU {w}
18: if i < |V|then
19: ERRORES existiert ein Zyklus)

Laufzeit: Zeile 2:0(n), Zeile 2-5:0(n+m), Zeile 6:0(1), Zeile 7-9:0(n), Zeile 10-17: Jeder Knotenkommt héchstens
einmal in die Queue, der Aufwand ist da@®il + outdedv), insgesamt als®(n+ m), Zeile 18-19:0(1).
Insgesamt hat der Algorithmus also eine Laufzeit @n+ m).
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6.3 Breitensuche (Bredth First Search)

Gegeben ein gerichteter Gragh= (V,E) und sien Startknoteac V. Berechne den kirzesten Pfad (in der Anzahl der
Kanten) vons zu jedem Knotetv € V (o, falls es keinen Pfad gibt).

Kurzester Teilpfad-Regel: WerfA= (s= vp,Vv1,...,V) ein kiirzester Pfas vosizu v ist, dann ist(s= vp, ..., Vk_1) ein
kirzester Pfad vom zu vi_1.

Beweis: Angenommefs = wo,Ws,...,W; = Vi_1) ist kiirzer als(s= vy, ...,Vk_1), dann ist(s=wp,..., Wi = Vk_1,Vk)
kiirzer alsP - Widerspruch.

Daher kénnen wir kiirzeste Pfade voru allen Knoterv € V als Baum repréasentieren. Jeder Knotdwennt den Vorgan-
gerp(v) auf einem kurrzesten Pfad.

Ein kurzester Pfad kann damit wie folgt gefunden werden:

« Starte bev.
« Gehe so lange zum Vorgangerknotensxésreicht ist.
« Die besuchten Knoten in umgekehrter Reihenfolge bilden einen kiirzesten Pfad.

BFS-Algorithmus:sist der einzige Knoten mit Abstand 0 suDie Nachbarn vors sind die Knoten mit Abstand 1. Die
Nachbarn der Nachbarn haben dann héchstens Abstand 2 usw.

1: procedure BFS(Knotens)

2: parenfl,....n] « (nil,..., nil)
3 deptHl,...,n] < (co,..., )

4 parenfs| < s

5: depthis <0

6: Queueq — (s)

7: while g # 0 do

8: V «— g.popFront

o: for all (v,w) € E do

10: if parenfw] = nil then
11: parenfw] « v

12: depthw] < depthv] +1
13: g.pushBackg)

Laufzeitanalyse: Jeder Knoten wird hdochstens einmal in die Queue eingefugt (da dann der parent-Zeiger gesetzt wird),
und somit hdchstens einmal aus der Queue geldscht. Der Aufwand fur KnaedannO(1+ outdedv)). Insgesamt
also

o) ( Z/(l+outdeg[v))> =O(n+m)

Korrektheit: Entfernen wir einen Knoten mit Tiekeaus der Queue, figen wir nur Knoten mit Tiéfe- 1 in die Queue
ein. Die Queue enthalt also nur Knoten mit Tiéfe gefolgt von Knoten der Tief&+ 1 (einfacher Induktionsbeweis).
Offenstichtlich weisen wir nie einem Knoten eine zu geringe Tiefe zu (da es immer einen Raérzantsprechenden
Kantenzahl gibt).

Behauptung: Wurde der letzte Knoten mit Tiéfbearbeitet, sind alle Knoten mit Tieke- 1 in der Queue.

Beweis (Induktiv): Sev ein Knoten mit Tiefe&k+ 1 undP = (s,...,V,V) ein beliebiger kirzester Pfad vemachv.

Die kurzeste-Teilpfad-Regel besagt, déss. ., V) ein kirzester Pfad vosnachv ist. Nach IV war der Knotew' (der
Tiefe k) hat, in der Queue. Als dieser bearbeitet wurde war entwetereits in der Queue odemwurde dann eingefiigt
(da es die Kantg¢V,v) gibt). Also istvin der Queue.

6.4 Tiefensuche (depth first search, DFS)

Verwende einen Stack oder Rekursion statt einer Queue. Also:

1: procedure DFS-VISIT(V)

2: visitedv] «true

3: for all (v,w) € E do

4: if visitedw] = falsethen DFS-VISIT(w)

DFS hat viele schone Eigenschaften, wenn DFS-Visit wie folgt initialisiert wird:

1: procedure DFS

2: visited1,...,n] « (false...,false

3: forall veV do

4: if visitedv] = falsethen DFS-VISIT(V)
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Wir betrachten also nicht einen vorgegebenen Startknoten sondern starten DFS an mehreren Knoten, bis alle Knoten
besucht wurden.

LaufzeitanalyseO(n+ m), da es genau einen Aufruf von DFS-Visit pro Knoten git,

DFS inspiziert jede Kante genau einmal. Wir unterteilen die Kanten in 4 Gruppen:

» Baumkanteril: Wenn(v,w) € E inspiziert wird, wurdew noch nicht besucht. Also gibt es dann einen rekursiven
Aufruf.

L]

Vorwartskanterf: Wenn(v,w) € E inspiziert wird, gibt es einen Pfad aus Baumkanten woachw.

RuckwartskanteB: Wenn(v,w) € E inspiziert wird, gibt es einen Pfad aus Baumkantenwarachv.

QuerkanterC: Wenn(v,w) € E inspiziert wird, wurdew bereits besucht, es gibt aber weder einen Pfad aus Baum-
kanten vorv nachw noch vonw nachv, also der Rest.

Die KantenT enstsprechen gerade den rekursiven Aufrufen. Offensichtli¢f it B,C) eine Partition vorE. Diese wol-
len wir nun berechnen. Dazu speichern wir die Reihenfolge, in der wir die Knoten besuchen und verlassen und speichern,
welche Kanten Baumkanten sind.

procedure DFS
DFSStarfl,...,n] «— DFSENdL,...,n] « (oo,... )
counter— 0
forall ve V do
if DFSStarfv] = o then
DFS-VISIT(V)
procedure DFS-VISIT(V)
DF SStarfv] < counter
counter— counter+ 1
for all (v,w) € E do
if DF SStarfw] = o then
DFS-ViIsIT(V)

DF SEndv] < counter
Satz: (Charakterisierung der Kanten mittBBESStartund DF SEnd

1) (vyw) € TUF < DFSStarfv] < DFSStarfw]
2) (v,w) € B« DFSStarfv] > DFSStarfw] A DFSEndv] < DFSEndw]
3) (v,w) € C < DFSsStarfv] > DFSStarfw] A DFSEndv] > DFSEndw]

Beweis: 1. =" Ist (v,w) € F), dann gibt es einen Pfad von Baumkanten vomachw. Fir Baumkanter{x,y) gilt
offensichtlichDF SStarfx] < DFSStarty]. Fir einen Pad aus Baumkanten kann man induktiv argumenteren.

»<": Da v vorw angefangen wurde und es die Kafigv) gibt, musswv angefangen werden, bewobeendet wird. Wenn
wir mit w anfangen, liegt alse noch auf dem Rekursionsstack, d.h. es gibt einen Pfad aus Baumkantenacimv.

2. Aus 1. folgt(v,w) € BUC < DFSStarfv] > DFSStarfw].

»="1Ist (v,w) € B, dann gibt es einen Pfad aus Baumkantenwarachv. Also liegtw auf dem Stapel. wenwmbearbeitet
wird. Also wird v vom Stapel geldscht, bevargeldscht wird.

»<": Ist DFSEndv] < DFSEndw], wird v bearbeitet, wahrend auf dem Stapel liegt. Also liegt auf dem Stapel, wenn
v auf den Stapel kommt. Somit gibt es einen Pfad aus Baumkantew wachv.

3, Faolgt aus 1. und 2.

Beobachtungen

1. Seil(v) = {DFSStar{v],...,DFSEndv]}. Fur zwei Knoterv,w € V gilt entweder

2. Bei ungerichteten Graphen inspizieren wir jede Kante genau zweimal, einmal aus jeder Richtung. Also ordnen wir
jeder Kante ein Tupel aud,F,B,C) x (T,F,B,C) zu. Das erste Element gipt den Typ der Kante beim ersten Besuch
an, das zweite Element den Typ beim zweiten Besuch. Von diesen Tupeln kommen aber bei einem DFS-Aufruf nur
zwei Arten vor, ndmlici(T,B) und (B, F).
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6.5 Anwendungen von DFS (und BFS)

» Zusammenhangskomponenten (ZHK) fur ungerichtete Graghen(V,E). ZHK sind maximale Teilmengeld C
V, so dass es fir je wei Knotetw € U einen Pfad zweischenundw gibt.
ZHK bilden eine Aquivalenzrelation, d.h. wir definierten- w < v undw liegen in einer ZHK und zeigen das fiir
u,v,w eV gilt:
-V~ V
— VWS WAV
—U~VAV~W=U~W
Berechnung mittels DFS: Ein Aufruf von DFS-Visit aus DFS heraus besucht alle Knoten einer ZHK. (Wir zeigen
dies spater etwas allgemeiner)
Im Prinzip auch mit BFS mdglich, wenn wir BFS an mehrern Knoten starten.

Ein ungerichteter Grap8 = (V, E) heif3t bipartite genau dann, wenn wir eine PartithoyB vonV finden kénnen,
so dass alle Kanten einen Endpunkfihaben und einen iB.

Topologisches Sortieren: Seien,...,v, die Knoten in der Reihenfolge fallend®FSEndNummern fiir einen
beliebigen DFS-Aufruf. Dann ist entwedeum: V — N, num(v;) = i eine topologische Sortierung, oder es gibt
keine. Korrektheitsbeweis: Sgi;,v;) € E). Wir zeigeni < j oder es gibt einen Zyklus.

— Ist (vi,vj) € TUF. Also istv; auf dem Rekursionsstapel, wenp bearbeitet wird, d.nDFSEndv;j] <
DFSEndvi]. Da wir nach fallendeDF SEndNummer sortiert habein< j.

— Ist(vj,vj) € B: Also gibt es einen Pfad aus Baumkanten vpnachv;. Zusammen mit der Kani@;, v;) bildet
dieser einen Zyklus.

— Ist (v;,vj) € C: Dann istDF SEndv;] > DF SEndv;]. Somiti < j.
» Starke Zusammenhangskomponenten (stongly connected components, SCC) fur gerichtete Graphen. Eine SCC

eines gerichteten Graphen ist eine maximale Teilmé&hgeV, so dass fir je zwei Knoteww € U sowohl einen
Pfad vonv nachw als auch einen Pfad vamnachv gibt.

Beobachtungen:
1) Fur ungerichtete Graphen entsprechen die SCC (des Graphen der alle Kanten des Ungerichteten Graphen in
den beiden Richtungen enthal) gerade den ZHK.
2) Die SCC bilden eine Aquivalenzrelation:

— Reflexivv’, symmetrisch/.

— Transitiv:u ~ vundv ~ w = Es gibt Pfad voru nachv und vonv nachw. Also gibt es einen Pfad vam
nachw. Analog zeigt mann, dass es einen Pfad waomachu gibt.

3) SeierCy,...,C die SCC vorG. Der GraphG' = ({1,...,k},E’), wobeiE’ = {(i, ) | 3ve G,we Cj, (v,w) €
E} ist azyklisch.

6.5.1 Algorithmus zum Berechnen der SCC

1.Variante (sehr elegant) Fiie einen Graphe6G = (V,E) sei G = (V,E') mit E' = {(v,w) | (w,v) € E}, also
—

erhéalt manG ausG indem man alle Kanten umdreht.

DFS(G), seienDF SEnddie DF SEndNummern dieses DFS-Aufrufes

DFS(G), wobei die forallv € V-Schleife von DFS in der Reihenfolge abnehmerideSEndNummern erfolgt.

Die SCC sind die Mengen von Knoten, die bei einem DFS-Visit, das aus DFS herus aufgerufen wird, gefunden
werden.

Laufzeit: 22(n+ m) fur DFS-Aufrufe,O(n+ m) um G zu konstruierenP(n) um die Kanten naclbF SEndzu
sortieren. Also insgesan@(n+ m).

Korrektheit:

Behauptung 1: Es gibt einen Pfad aus Maumkantenanmachw genau dann, wenF SStarfv] < DFSStarfw] <
DFSEndw] < DFSENdv]. Beweis: Ubung.

Behauptung 2 (Lemma vom wei3en Pfad): Gibt es unmittelbar, bevor der Knbesucht wird, einen Pfad van
nachw, der nur nicht besuchte Knoten benutzt, dann wirgefunden, wahrendbearbeitet wird.
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Beweis: SeP = (v=y,...,V = w) der Pfad, der nur aus nicht besuchten Knoten besteht. Angenommwéau
nicht besucht wahrendaktiv ist. Dann gibt es einen Knotafider nicht besucht wird, abe&r_; wurd besucht. Da

v; besucht wird, wird die Kantév;_1,vi) betrachtet. Dann wird abey besucht, da es vorher noch nicht besucht
wurde.

Behauptung 3: Sind,w in der selben SCC, dann werdenndw beim gleichen Aufruf gefunden.

Beweis: Ser der Knoten dieser SCC, der als erstes besucht wird. Unmittelbar, bevor dieser Knoten besucht wird,
gibt es also einen Pfad aus unbesuchten Knoterr vaathv und auch vorv nachw. Also kommenv undw in die

gleiche SCC wie.

Bemerkung: Liegew undw in der gleichen SCC und liegt auf einem Pfad vow nachw, dann liegtu auch in
dieser SCC.

Behauptung 4: Alle Knotebd C V, die bei einem Aufruf von DFS-Visit gefunden werden, liegen in einer SCC.

Beweis: Ser der erste besuchte Knoten von Aus der Wahl der Reihenfolge fir die foralke V-Schleife folgt,
dassr die grofteDF SEndNummer von allen Knoten, die zu diese Zeitpunkt noch nicht besucht sind, hat. Ins-
besondere also die grod-SEndNummer aller Knoten iiJ. Offensichtlich gibt ws einen Pfad vannachv
fur alle v e U. Wir missen zeigen, dass es einen Pfadwoachr gibt. Seiw der Knoten aus), der vom ersten
DFS-Aufruf als erstes gefunden wurde. Beim ersten DFS-Aufruf gab es dann einen Pfachechr (da es in
G einen Pfad vom nachw gibt). Daraus folgt, dass entwed&r= r oderr wird wahrend der Bearbeitung vam
— —
gefunden (Behauptung 2). Das zweite ist aber nicht méglich, da B&BEndw] > DF SEndv] wére. Also ist
w = r. Also hatr die kleinsteDF SStartNummer und die groRtBF SEndNummer. Nach Behauptung 1 werden
also alle Knoten in U wahrend der Bearbeitung vagefunden (biem ersten DFS-Aufruf). Also gibt&einen
Pfad vonv nachr fur allev € V. Damit gibt es inG einen Pfad vow nachr fur alleve V.

2.Version (Flei3-Version) Idee: Wir speichern immer die SCC des bisher inspizierten Teilgraphen.

— Eine Baumkantév, w) erzeugt eine neue SC@v} (da wir noch keinen Pfad vom zu einem anderen Knoten
kennen).

— Eine Vorwartskantév,w) andert nichts (Wir kennen schon einen Pfad varachw.

— Bei einer Ruckwartskantes, w) verienigen wir alle SCC, fir die ein Knoten auf dem Pfad aus Baumkanten
von w nachv liegt (wir kennen wahrend der Bearbeitung vomur eingehende Kanten audie entweder
Baumkante oder Riickwartskanten sind).

— Bei einer Querkante missen wir zwei Falle unterscheiden.

1. wliegt in einer SCC mit einem Vorgénger venDann gibt es einen Pfad vamnachv. Wir vereinigen
deshalb alle SCC mit einem Knoten auf einem solchen Pfad.

2. wliegt nicht in einer SCC mit einem Vorganger varDann kennen wir keinen Pfad vennachv.

Beobachtung: Wird der DFS-Visit-Aufruf an einem Knoteteendet, und liegt nicht in einer SCC mit einem
Vorganger vorv, dann a&ndert sich die SCC vamicht mehr. Die Knoten der SCC vansind dann alle bis dahin
erreichten Knoten, denen wir noch keine endultige SCC zugewiesen haben.

Um mit DFS die SCC zu berechnen, speichern wir zuséatzlich die folgenden Informationen:

— Einen Stapelnfinishedaller Knoten, die bisher besucht wurden, denen aber noch keine endgiltige SCC
zugewiesen wurde (aufsteigend n&hSStartNummer)

— Einen Stapetoots mit den Knoten des Rekursionsstacks, die noch nicht mit einem Vorgénget in einer SCC
leigen (d.h. von jeder aktuellen SCC haben wir den zuerst gefundenen Knoten auf diesem Stapel).

— Ein Array compnumdas die Nummer der Komponente wenthalten sollm initialisiert mi¢—1,...,—1).
— Einen Komponentzahlerompcounterinitialisiert mit 0.

procedure DFSVISIT(V)
unfinishedpushy)
rootspushy)
DF SStarfv] < counter
counter«+ counter+ 1
for all (v,w) € E do
if DFSStarfw] = o then
DFSVISIT(w) > Baumkante
else
if compnunfw] = —1then > Rickwartskante oder Querkante, umehoch nicht in endglltiger SCC
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while DF SStarfrootspeek() > DF SStarfw| do
roots.pop()
if v=rootspeek()then > Wurdev noch nicht mit einem Vorgénger in eine SCC aufgenommen
>, so liegtv noch auf demoots-Stapel

repeat

w = un finishedpop()

compnunw] = compcounter
until w=v

6.6 Artukulationspunkte

Definition: SeiU C V. Der vonU induzierte Teilgraph des Graphé&h= (V,E) ist der GraphG’ = (U,E’), wobeiE’ :=
{(vw) e E|vweU}.
Defintion: SeiG = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhangender Graph. Ein KivatdhheiOt Artikulationspunkt, wenn
der vonV \ {v} induzierte Graph nicht zusammenhéangt.
Berechnung der Artikulationspunkte:
1.Varitante:
forall veV do
Konstruiere den vol \ {v} induzierten Teilgraphen.
Uberprife, ob dieser Graph zusammenhangt ist mittels DFS

Laufzeit:O(n(n-+ m)).
2.Variante mittels einem DFS-Aufruf.
Beobachtungen:

1. DaG ungerichtet und zusammenhangend ist, bildeinen gerichteten Baum

2. Die Wurzel des Baumes ist Artikulationspunkt genau dann, wenn zwei oder mehr Kanf€rad@rent zu sind.
Ein Blatt vonT ist niemals Artikulationspunkt. Entfernt man die zum Blatt adjazente Kantd ase bilden die
restlichen Kanten einen zusammenhangenden Teilgraphen d¥s\@latt} induzierten Teilgraphen.

3. Ein sonstiger Knotew ist Artikulationspunkt genau dann, wenn es einen Teilbaum unterhally gidit, der keine
Ruckwartskante zu einem Vorgangerknoten vdrat.

,=" Sei T’ ein solcher Teilbaum. Entfernt manso gibt es keine Kante di’ verlasst. (Keine Rickwartskante
nach Annahme, Querkanten existieren nicht im ungerichteten Graphen)

»<": Entfernev und die adjazenten Kanten alisind seiw ein Knoten, der nicht vonaus erreichbar ist. Dann gibt
es keine Kante, die die THK vom verlasst und nicht adjazent mist. Insbesondere gibt es keine Rickwartskante
wie oben beschrieben.

Algorithmisch: Wahrend des DFS-Aufrufes berechenen wir fur jeden Knotlmm KnoterH [v] mit der kleinsten DFS-
Startnummer, den man von einem Nachkommenwohber eine Ruckwéartskante erreichen kann.

Ein Knotenv ist Artikulationspunkt genau dann, wenn kein Kind woeinenH [v]-Knoten hat, so dad3F SStarfH [w]] >
DF SStarfv].

6.7 Kirzeste Pfade

Definition: SeiG = (V,E) ein gerichteter Graph und: E — R eine Kosten-/Langen-/Gewichtsfunktion. Doe Kos-
ten/Lange/Gewicht eines Pfad@s= (vp, ..., V) ist definiert als:

k
c(P) =% c((vi-1,v1))
c=1
Firc((v,w)) schreiben wir kurz(v,w). Die Distanzd(v,w) von Knotenv zu Knotenw wird definiert durch:

5 ~ [ min{c(P) | Pist Pfad vorv nachw} falls ein solcher Pfad existiert
W) =1 sonst

Wichtig: Dac((vj,Vit+1)) < 0 sein kann, kand(v,w) = —co sein.
Wir unterscheiden die folgenden Aufgaben:

(1) Single-pair shortest path: Gegebew € V, finde kiirzesten Pfad vonnachw.

(2) Single-source shortest path: GegebenV, finde kirzesten Pfad vonzu allenw € V.
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(3) All-pairs shortest path: Finde kiirzesten Pfad fiir je zwei Knetenc V.

Offensichtlich sollte die Laufzeit fur Aufgabe (1) nicht gro3er sein als die fuir Aufgabe (2), und diese nicht gré3er als die
fur Aufgabe (3). Es gibt keinen Algorithmus, der Aufgabe 1 asymptotisch schneller |6st als Aufgabe 2.
Beobachtungen:

1. WennP = (v1,...,V) ein kirzester Pfad vom nachv ist, dann ist(v;,...,v;) ein kiirzester Pfad vow nachv;
firl<i<j<k

2. Fur alle Kanterjv,w) € E gilt 3(s,w) < 8(s,V) 4 c(V,w).

3. Fur alle Kanterjv,w) € E), die auf einem kiirzesten Pfad venachw liegen, giltd(s,w) = (s, V) + c(V,w).

6.7.1 Das Single-Source shortest path Problem

Wie bei BFS wollen wir einen kiirzesten-Pfade-Baum speichern, d.h. jeder Knaternkennt den Vorgéngep(v) eines
kirzesten Pfades vannachv. Im Fall, dass es einen negativen Zyklus gibt, genligt es uns, wenn der Algorithmus dies
erkennt.
Idee: Wir berechnen temporére Distanzwatfefir alle Knotenv € V des bisher kirzesten gefundenen Pfades und
speichern den Vorganger auf diesem Pfad. Wir terminieren, wenn wir wissen, dass wir die kirzesten Pfade gefunden
haben.
Initialisierung:d[s| = 0; d[v] =0 YW e V \ {s}; p[V] = nil WeV.
Die Aktualisierung der Distanzwerte erfolgt Uber
procedure RELAX (v, W)
if djw] > d[v] +c(v,w) then
djw] «— d[v] +c(v,w)
pw] =v

Satz: Folgende Invariante (die offensichtlich nach der Initialisierung gilt), wird von Relax aufrecht erhalten:

djv] > d(s,v) W eV

Satz: Sei(vi,w;)i=1,.. N die Folge von Relax-Operationen, die der Algorithmus A ausfihrtPSei(s = up, ..., u) ein
kurzester Pfad voanachu. Gibt es eine Teilfolggy, ..., jx von 1,...,N, so dasgv;,,w;,) = (U1, ;) ist, dann ist nach

der Ausfiihrung vor d[ug] = (s, uk).

In Worten: Relaxiert der Algorithmus neben anderen Kanten alle Kanten des kirzesten Pfades in der richtigen Reihenfol-
ge, so ist der Distanzwert am Ende des Algorithmus korrekt bestimmt.

Beweis: Induktion Ubek. Ist der Distanzwerd(s,s) = —o, so gibt es keinen kiirzesten Pfad und wir haben nichts zu
zeigen. Andernfalls gilt[s| = 8(s,s) = 0.

Gilt zu einem Zeitpunkd(s,ui_1) = d[u;_1] und wird die Kantgu;_1,u;) relaxiert, so gilt danach:

v Beh1+3
o(s,ui) < d[u] <d(ui—1) +c(ui—1,u) = 0(S,Ui—1) +C(Ui—1,Ui) & (S,U;)

Da es immer einen kirzesten Pfad warachv gibt, der keinen Zyklus enthalt (ist das Gewicht eines Zyklus nicht negativ,
so kann der Zyklus gestrichen werden, ohne die Kosten des Pfades zu erhdhen), konnen wir die kiirrzesten Pfade wie folgt
berechnen (jeder Pfad hat damit hdchstghs- 1 Kanten):

procedure BELLMAN -FORD(G,s)
Initialisiered[] und p[].
forifrom1to|V|—1do
for all (v,w) € E do
RELAX (V, W)

Korrektheit: Direkt aus obigem Satz.
Laufzeit: O(|V| - [E|)
Wie erkennt man nun die Existenz eines negativen Zyklus? Wenn es keinen negativen Zyklus gibt, so sind nach Ausfiih-
rung des Algorithmus alle Distanzwerte korrekt bestimmt, d.h. ed{@it< d[v] +c(v,w) fir alle (v,w) € E. Gibt es einen
negativen Zyklusyp, . .., vk , so giltd[w] > d[v] + c(v,w) fUr mindestens eine Kante dieses Zyklus. Andernfalls gilt

dlvo] = d[w] < d[Vic-1] +¢(Vi-1, Vi) < ... < d[Vo] + ) (Vi-1,%) = ) ¢(Vi-1,i) = 0

Wenn es einen kirzesten Pfad gibt, so gibt es einen kirzesten Pfad, der keinen Zyklus enthalt.

procedure BELLMAN -FORD(G,s)
Initialisiered[] und p[].
forifrom1lto|V|—1do
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for all (v,w) € E do
RELAX (v, W)
for all (v,w) € E do
if djw] > d[v] +c(v,w) then
return ,Negativer Zyklus*

Korrektheit:

* Gibt es keinen negativen Zyklus, so haben wir vor dem ,Negativen Zyklus Test" die korrekten Distard{én in
gespeichert. Insbesondere kann es keien Kante geben, tiber die wir einen Distanzwert verkirzen kénnen. Also gibt
es keine Kanté¢v,w) € E mit d[w] > d[v] 4 c(v,w).

* Gibt es einen negativen Zykl#s= (vo, ..., Vk = Vp), dann gibt es mindestens eine Kaftav) mit d[v] 4+ c(v,w) <
dw], da ansonsten gilt:

k
d[vo] < d[Wk-1] 4+ C(Vk—1,Vk) < d[Vk_2] + C(Vk—2,Vk-1) + C(Vk—1,Vk) < ... < d[vg] + Zc(vi_l,vi)

Alsoc(P) = ic(vil,vi) >0

Also kannP kein negativer Zyklus sein.

Laufzeit: O(n+m) (beste bekannte Laufzeit fur den Fall allgemeiner Kantenkosten).

Nicht-Negative Kantenkosten Idee: Haben wir alle ausgehenden Kanten eines Knotgetaxiert, so missen diese

~nur” relaxiert werden, wenn sich der temporéare Distanzwert vémdert. Relaxieren wir nur Kantdm, w), so dasy

schon den richtigen Distanzwert hat, mussen wir jede Kante nur einmal relaxieren.

Satz: SeU CV die Menge der Knoten, von denen wir wissen, dass wir den endgultigen Distanzwert berechnet haben. Wir
nehmen weiter an, dass alle Kanfsyw) mit v e U relaxiert wurden, nachdeuden endgiiltigen Distanzwert erhalten hat.
Seiw € V \ U der Knoten irV \ U mit geringstem temporéren Distanzwert, dannageinen endgdiltigen Distanzwert.
Beweis: SeiP = (s=vp,...,Vk = W) ein kirzester Pfad vos nachw und seiv; der erste Knoten au® der nicht inU

liegt. Dann giltd[v;] > d[w] (w ist Knoten mit kleinstem Distanzwert der nichtlihliegt) unddvi] ist der endgliltige
Distanzwert (ddvi_1, Vi) relaxiert wurde, nachdem_; den endgultigen Distanzwert erhalten hat. Also:

vi liegt auf kiirzestem Pfad und alle Kanten haben nicht-negative Kosten
dw] < d[vi] = 3(s,vi) < 3(s,w) < d[w]

= d[w] = 6(s,w)

Algorithmus:
procedure DIJKSTRA(G,S)
Initialisiered[] und p[]
PQ < Proritatswarteschlange
forall veV do
PQ.add{, d[v]) > Flge alle Knoten mit aktuellem Distanzwert als Prioritat in PQ ein

while PQ## 0do
v = PQ.extractMin
for all (v,w) € E do
RELAX (v, W)

Laufzeit:
O(n-+n(Einfugen in Prioritatswarteschlange n(ExtractMin) + m(DecreaseKey+ m)

PQ mittels bindrem Hea®((n+ m)logn)
PQ mittels Fibonacci-Hea@®@(nlogn+ m) (Der Fibonacci-Heap wurde genau fur diese Anwendung erfunden)

6.7.2 All-pairs shortest path Problem

Berechne kirrzesten Pfad zwischen je zwei Knoten.

1.Variante: Lose fir jeden Knotenc V das single-source-Problem. Laufz@itn®m) fur allgemeinen FallQ(n?logn+
nm) fur nicht-negative Kantenkosten.

2.Variante: Algorithmus mit Laufze(n®) fiir den allgemeinen Fall.
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SeiV ={1,...,n}. Wir nehmen an, dass es keinen negativen Zyklus gibt (dies kbnnen wir nach dem Aufruf des Algorith-
mus testen, in dem wir Uberprifen, ob eine Kante relaxiert werden kann, LaDfreitn))

Seidi<j k) die Lange des kirzesten Pfades voachj, dessen innere Knoten héchstérsind. Dann giltzdi(j”) ist die Lange
des kirzesten Pfades (jeder Knoten ist als innerer Knoten erlaubt.) Weiterhin:

4 _ c(i,j) falls(i,j)€E
i 7] o sonst

di(]-k): Ist k nicht auf einem kirzesten Pfad, dannd#i) = di<jk_1>, andernfalls verlauft der kiirzeste Pfad erst voachK

und alle inneren Knoten dieses Teilstlicks sind hochdterisund dann vor) nachj und die inneren Knoten sind wieder
héchsteng — 1. Also:

K : k—=1) (k-1 k-1
di(j) = mm{di(j ) dy )+d|<<j )}
Algorithmus:

procedure FLOYD-WARSHALL(G)
4o _ [ cli,j) falls(i,j)€E

i © sonst
for K from 1 tondo
for i from 1 tondo
for j from 1tondo

k (k=1 (k=1 k—1
Frage: Wie berechnet man den Vorgang@ auf einem kirzesten Pfad vomachj mit inneren Knoten héchsteks

©,. | falls (i,j) € E
P (J)_{ nil sonst

k-1), k k-1
_(o)(j) _ Pi(k 1)(1) falls di(,j) = di(j )
peV(j) sonst

Speicherbedarf: So wie der Algorithmus hier beschrieben ist, hat er einen Speicherbeda¢h¥prDa wir, nachdem
di(jk) berechnet wirddi(jI> far | < k—1 nicht mehr bendtigen, kénnen wir die entsprechenden Matrizen wieder aus dem
Speicher léschen. Damit sinkt der SpeicherbedarCyuf).

7 Fehlende Vorlesungen

Diese Vorlesungen habe ich leider nur ,analog“ mitgeschrieben.

8 Algorithmen fur NP-Vollstandige Probleme

Wir unterscheiden drei Techniken fur Algorithmen fur NP-schwere Probleme:

< Approximationsalgorithmen: Finde einen Algorithmus, der in polynomieller Zeit eine Lésung findet mit einer Ga-
rantie an die Qualitat der Lésung.

» Heuristik: Finde einen Algorithmus, der in der Praxis gute Losungen findet und ,effizient" ist. Oft ohne Garantie
an die Laufzeit und/oder die Qualitat der Losung.

 exakte Algorithmen: Finde die optimale Lésung, aber nicht in polynomieller Zeit (vgl. die Fragestellung P=NP?)

8.1 Approximationsalgorithmen
8.1.1 Relative Approximationsalgorithmen

Definition Ein (relativer)c-Approximationsalgorithmus fir ein Minimierungsprobléhist ein Algorithmus polynomi-
eller Laufzeit, der eine Lésung mit Kosten von hochstensal der optimalen Losung findet.

Fir Maximierungsprobleme gilt eine analoge Definition fir Kosten mindestemal den Kosten der optimalen Lésung.
Bemerkungen:

e FUr Minimierungsprobleme ist> 1, fir Maximierungsprobleme < 1.
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« Oftist c eine Konstante, es gibt aber auch tegpproximationsalgorithmen.

Exemplarisch betrachten wir das Traveling-Salesman-Path-Problem (TSPP):

Gegeben einen (un)gerichteten Graples: (V, E), eine Kostenfunktiort : E — R und einen Startkontes€ V, finde
einen einfachen Pfad, der vemmus jeden Knoten besucht mit minimalen Kosten.

Satz: Man kann keinen relativen Approximationsalgorithmus fur TSPP finden, f&IBIP.

Beweis: Es ist bekannt, dass das Hamilton-Path-Problem (HPP) NP-vollstéandig ist. Gegeben ein&las{sngZ) des
HPP, konstruieren wir eine Instanz des TSPP wie folgt:

G' = (V,E’) sei der vollstandige Graph Gibérundc’ : E’ — R sei definiert durch

/ [0 VY(vw)eE
C(V’W)_{ 1 sonst

Ein Hamiltonscher Pfad i wird zu einem TSP der Kosten 0 @. Gibt es inG keinen Hamiltonschen Pfad, dann kostet

der TSP mindestens 1.

Da jeder relative Approximationsalgorithmus eine Losung mit Kosten 0 finden muss, falls es eine gibt, musste ein Appro-
ximationsalgorithmus fuP das HPP 16sen.

Definition Das metrische TSPP (mTSPP) ist das TSPP auf einem vollstandigen, ungerichteten Grapféir) mit
einer Kostenfunktiort : E — Rxg, die die Dreiecksungleichung erfillt, alstu,v) < c(u,w) 4 c(w, V).

Satz: Es gibt einen 2-Approximationsalgorithmus fir mTSPP.

Beweis: Der Algorithmus sieht wie folgt aus:

» Berechne den MST fur (G,c).
* Betrachte den Multigraphe, T UT) (Den Graphen, in dem jede Kante ausloppelt vorkommt).
» Da dieser Graph ein Eulergraph ist, konnen wir eine Eulef®berechnen.

» Konstruiere einen TSP, indem man veaus die EulertouP’ entlanglauft und jeden neu besuchten Knoten an den
PfadP anhéngt.

Beobachtungen:

1. SeuOPT ein TSP minimaler Kosten. Dann git{ OPT) > ¢(T), da OPT ein aufspannender Baum ist und die
Kosten vonOPT mindestens so grol sind wie die Kosten des MST.

2. ¢(0) < ¢(P'): Konstruieren wirP ausP’, so gehen wir ,Abkirzungen®, d.h. wir ersetzen Teilpfdug . . ., vk) von
P’ durch die Kantévp, vk). Aus der Dreiecksungleichung folgfvo, . . ., k) < ¢(vo, Vk)-

Aus den Beobachtungen folgt, dag®) < c(P’) = 2¢(T) < 2¢c(OPT).
Anmerkung: Es gibt eine%-Approximationsalgorithmus (Christofidus-Algorithmus), bei dem nur jeweils Knoten, die in
T einen ungeraden Grad haben, miteinander verbunden werden.

8.1.2 Polynomial Time Approximation Scheme (PTAS)

Definition Ein PTAS ist ein Algorithmus, der fur jede Probleminstanmd fir jedes konstange> 0 in polynomieller
Zeit eine Losung findet, die héchstens bzw. mindestehs fnal so grof3 ist wie die optimale Losung-

Ein fully PTAS ist ein PTAS mit einer Laufzeit, die polynomiell @ist.

Beispiele: Ein Algorithmus mit LaufzefD(nf) ist ein PTAS, aber kein fully PTAS.

Ein Algorithmus mit LaufzeiO ((g)mo) ist ein fully PTAS.

Beispiel: Knapsack-Problem Gegeben einen Rucksack mit maximalem Fillgewihind WarenT = {1,...,n} mit
Gewichternw; € N, 0 < w; <W und Profitenp; > 0, finde eine TeilmengeC {1,...,n} der Waren mit Gesamtgewicht
Yiet Wi <W und maximalem Profit.

Bemerkung: Das Problem ist NP-vollstandig.

Ein exakter Algorithmus fur Knapsack, falls pj € N Ideee: Fir jede Teilmenggl,...,i} und mdglichen Profip
berechne die Teilmenge vdd, .. .,i}, die mit minimalem Gewicht einen Profiterreicht.
Algorithmus:

1: procedure KNAPSACK

2: Pmax<— max{p; | L <i<n}

3: P < n- pmax > Offensichtlich ist der optimale Profit P.

29



DSEA-Mitschrift Abschnitt 8

: 0 furj=0
Ml o farj=1...p
5; for i from 1 ton do
6: for j from O toP do
£ M([j] — min{M[j],M[j — pi] +w; }
Laufzeit: O(n- P) = O(n?pmax) (Nicht polynomiell, dapmax sehr groR sein kann).
Beobachtungen: Fir eine Instahzles Knapsack-Problemes $@PT(l) die optimale Lésung voh und pmax(l) der
maximale Profit einer Ware alisDann gilt:

»

1. Seily die Instanz, die man erhélt, wenn man die Profite aller Waen der Instaitzx multipliziert. Dann gilt:

P(OPT(la)) = ap(OPT(1))

2. Seil/, die Instanz, die man erhélt, wenn man alle Profite der Indtpanf die néchste ganze Zahl abrundet. Dann
gilt:
P(OPT(lg)) < p(OPT(la)) < P(OPT(lg)) +n
denn jede L&sung voly hat bzgl.l}; einen Profit von hochstemsweniger alsp(ly) und jede Losung voly, hat
bzgl.l4 einen mindestens gleich grof3en Profit \wigy ).
PTAS fur Knapsack:

» Wahlea = a,p:qax.

« Berechnel-(opt. Losung voriy).

Laufzeit:

n n3
O(nz'pmaonr)) Qo(nz'a'pmax) :O(nz‘ ‘pmax> :O(>
€ Pmax

Garantie: Sel die gefundene Lésung. Dann gilt:

P(OPT(1)) = = P(OPT(1a) < = (P(OPT(L)) +1)
<pL)+— < p(L)+e- Pra < p(L) +€OPT(1)
a ~—~

< p(OPT(l)), denn man kénnte nur den wertvollsten Gegenstand mitnehmen
< p(L) = (1-¢)p(OPT(1))

Bemerkung: Dies ist ein fully PTAS.

8.2 Heuiristiken

Wir unterscheiden zwei Arten von Heuristiken:

» Konstruktive Heuristiken: ,Baue” gute Loésungen - sehr problemspezifisch.

¢ Lokale Suche: ,Verbessere" gegebene Lsung iterativ.

8.2.1 Konstruktive Heuristiken

Konstruktive Heuristiken fur das TSPP sind zum Beispiel

« Greedy Algorithmen: Baue Losung iterativ auf und wahle immer die lokal beste Erweiterung (vgl. MST-Algorith-
men). Fir TSPP: Starte bgigehe immer zum am nachsten gelegenen, nicht besuchten Knoten.

¢ Alle Approximationsalgorithmen.
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8.2.2 Lokale Suche
Verfahren bei der lokalen Suche:
 Definiere eine ,Nachbarschaft" fir Losungen (problemspezifisch)
« Durchsuche Nachbarschaft einer bekannten Lésung nach guten Losungen.
Beispiele fir Nachbarschaft fir das TSPP:
« Besuche einen Knoten zu einem anderen Zeitpunkt (eféachbarn, 3 Kanten werden verandert).
* Besucheé Knoten zu einem anderen Zeitpunkt (Sehr grofl3e Nachbarschatft).
« Besuche einen Teilpfad zu einem anderen Zeitpunkt (Edachbarn).
* Viele weitere Nachbarschaften sind denkbar.

Suche in der Nachbarschaft: Fur eine LLOsursgi f (x) der Zielfunktionswert der Losung (fiir ein Maximierungspro-
blem) undN(x) die Nachbarschaft der Losung.

1.Variante: Hill-Climbing  Gehe immer zu einem Nachbarn mit besserem Zielfunktionswert.

1: procedure HILL CLIMBING

2: X < beliebige Losung

3 while not finisheddo

4 Wahlex'e N(x) mit f(X) > f(x), falls so einxexistiert.

5: X X
Hill-Climbing ist oft sehr effizient, 1auft aber in lokale Optima.
Es gibt Probleme, die keine lokalen Optima haben. Dann finden wir die optimale Losung durch Hill-Climbing. Vgl.
Maximale Flisse: Nachbarschaft eines Flusses: Verandere denn Fluss maximal Gbgt-Efedh Fir Hill-Climbing ist
keine Laufzeitaussage méglich.
Um das Laufen in lokale Optima zu vermeiden, gibt es verschiedene Techniken.

Simulated Annealing ,Annealing”ist ein Verfahren in der Physik: Betrachte einen Behalter flissigen Qu&ita3. (
Kihlt man den Behdlter schnell ab, so entsteht Glas (Jedes Atom ist in einem lokalen Optimum). Kihlt man hingegen den
Behalter sehr langsam ab, so entsteht Quarz (globales Optimum)
Diesen Prozess wollen wir im Computer simulieren:
Starte mit einer hohen Temparatur: Akzeptiere jeden Nachbarn. Kuhle das System langsam ab: Akzeptiere schlechtere
Nachbarn mit immer geringerer Wahrscheinlichkeit.
Algorithmus: Seix eine Lésung und eine Temparatur.

1: procedure SIMULATED ANNEALING

2: while noch nicht abgekihtio

Wahlex'e N(x) zuféllig.

Speichere beste bisher gefundene Losung

3

. .. . . f(x)—f

4 Setzex — X mit Wahrscheinlichkeit mig 1, e 0 }
5

6 Kihle T langsam ab

Evolutionare Algorithmen Idee:
« Speichere eine grof3e Menge von Losungerindividuen)
* Verandere Losungen zufallig

« Kombiniere 2 (oder mehr) Lésungen zu neuer Lésung (Hoffnung: Das beste aus den beiden Lésungen kommt in
die neue Ldsung). Die Kombination ist problemspezifisch,

¢ Nur ,starke” = gute Individuen haben gute Chancen zu ,iberleben”.
Beispiel fur das TSPP:

* Verandere L6sung zuféllig: Gehe zu Nachbarn uber.

» Kombiniere Pfadé\ undB zu neuem Pfa@:

— WahleC als Startpfad mit 10 bi§ Kanten vonA. Seiv der zuletzt besuchte Knoten van
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» |st der Nachfolger vow bzgl. B noch nicht besucht, gehe als nachstes zu diesem Knoten.
* Andernfalls gehe zu Nachfolger i falls moglich.
* Andernfalls gehe zum nachsten noch nicht besuchten Knoten.

— Verbesser€ mit Hill-Climbing.

Der Algorithmus sieht in etwa so aus:

1: procedure EVOLUTIONARERALGORITHMUS

2 Konstruiere Populatiopop= {x1,...,Xn} (Menge von Lésungen)

3 while not finisheddo

4 Wéhle% Paare von Individue(x;,xj) und berechne ,kombinierte* Lésung.

5 Mutiere jedes Individuum mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit.

6 Behalte jedes Individuum mit einer Wahrscheinlichkeit abhangig von der Qualitat.

Weitere Techniken
¢ Tabu Search:

— Merke ,Eigenschaften von Lésungen aus Teilbereichen, die schon gut abgesucht sind.
— Vermeide Lésungen mit dieser Eigenschaft bei der weiteren Suche.

* Restarts: Starte die Suche von Zeit zu Zeit mit einer neuen Startldsung (Insbesondere beim Hill-Climbing).
* Nutze Hill-Climbing als Teilstrategie:

— Berechne Lésung mit SA oder EA.
— Von Zeit zu Zeit optimiere aktuelle Losung(en) mit Hill-Climbing.

8.3 Exakte Algorithmen fur NP-Schwere Probleme— Keine polynomiellen Algorithmen

1.Ansatz: Aufzéhlen von Lésungen mittels ,branching*.
Abstrakt: SelJ eine endliche Menge (von Losungen) uhdU — R eine Funktion. Wir wollen migy f(x) berechnen.
Branching-Ansatz:

 Partitionierel in Uq,...,Ug
e Lose die Teilproblem#ly, ..., Uy rekursiv
« Das Minimum der Lésungen der Teilprobleme ist die L6sung unseres Problemes.
Beispiel: TSPP mit Startknotesauf einem vollst. Graphen:
* Starte mit dem Teilpfaé® = (s)
« Teilprobleme: Fixiere einen weiteren Knoten &jfwobei alle noch nicht besuchten Knoten ausprobiert werden.

1: procedure TSPP(, P) > Beim ersten Aufruf isP = (s)
2 if P ist TSPfadthen
3 return c(P)
4: else
5 X <— 00
6 forall ve V\Pdo
7: X «— min(x,TSPRG,Pov))
8: return x
Laufzeit: O((n—1)!)
2. Ansatz: Vermeide mdglichste viele rekursive Aufrufe. Kann man (algorithmisch) nachweisen, dass die optimale Lésung
vonU nicht im aktuellen Teilproblem liegt, kann die Suche von diesem Teilproblem abgebrochen werden.
Eine Mdglichkeit: ,bounding“ (Der Gesantalgorithmus heif3t dann branch-and-bound). Angenommen, ie beste bekannte
Losung hat Kostegub (Global upper Bound). Wir berechnen eine untere Schranke fir die Kosten der Losungen in einem
Teilproblemllb (Local lower Bound). Istlb > gubkdnnen wir die Suche in diesem Teilproblem abbrechen.
Bsp fur TSPP. Sind die Kosten des aktuellen Teilpfades schon gréRer als die Kosten des besten bekannten Pfades (und ist
¢ > 0), kann die Suche abgebrochen werden.
Effizienz hangt ab von:

¢ Qualitat der lokalen unteren Schranke
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L]

Qualitat der oberen Schranke (Starte eine Heuristik vor der Suche, betrachte Teilprobleme in denen man gute L6-
sungen vermutet zuerst)

L]

Laufzeit pro rekursiven Aufruf (zum Berechnen der unteren Schranke und zum Aufteilen in Teilprobleme)

Geschickte Aufteilung

Bearbeitungsreihenfolge der Teilprobleme: Beschreibung war ,Tiefensuche im Rekursionsbaum®. Verbesserung:
Bearbeite Teilprobleme mit kleiner unterer Schranke zuerst. Oder: Keine Teifensuche, sondern verwalte Teilproble-
me in einer Prioritatswarteschlange und bearbeite sie in der Reihenfolge aufsteigender unterer Schranken.

8.3.1 Untere Schranke

1.Variante: Sef der letzte Knoten auf dem Teilpf&iundU =V \ P. Die Kosten des TS-Pfades mit Startpfadindc(P)
plus die Kosten des TS-Pfades mit Startknateater alle Knoten irJ U {r} besucht.
Untere Schranken hierfir sind

1) ¢(p) + Fveu Minyeyugry ©(W, V), da jeder Knoten i) genau eine eingehende Kante auf dem TS-Pfad besitzt.
2) ¢(P) + minBranching(U U {r}, Eluugn ),r,¢), da der TS-Pfad ein Branching ist, ist er teurer als
——

Kanten vonE mit Endknoten irJ U{r}
das minimale Branching.

— Liefert bessere Schranken, Branching ist aber teurer.

2.Variante: Lineare Programme.
Viele NP-schwere Probleme lassen sich wie folgt abstrahieren:

min  c'x, wobeice R" Ac 2™™undb ¢ 2™
Ax<b,xe{0,1}"
(Ganzzahliges Lineares Programm, ILP)
Beispiel: TS-Pfad. Benutze fir jede Kargeine Variablex;, wobei die Variable den Wert 1 annehmen soll, fallsn
TS-Pfad benutzt wird, ansonsten den Wert 0.

min zEcexe(Summiere die Kosten aller Kanten, die benutzt werden)
ec

xe =1furalleve V\ {r} Jeder Knotew € V \ {r} hat genau eine eingehende Kante
ecd(v)

Xe < 1furalleveV\{r} Jeder Knotew € V \ {r} hat maximal eine ausgehende Kante
ecdT (v)

z Xuy) < |S —1furalled# SCV Verbietet Zyklen

uves
Xe € {0,1}Vec E

Ersetzt man di Bedingung: € {0,1} durch 0< xe < 1 erhélt man eine untere Schranke (Da die Menge der zuléssigen
Lésungen vergroRert wird) Diese untere Schranke (LP-Schranke) kann man in polynomieller Zeit berechnen, obwohl die
Beschreibung exponentiell viele Ungleichungen enthalt.

(Ein lineares Programm mitVariablen kann in polynomieller Zeit geldst weren, wenn man von jeder" in polyno-

mieller Zeit entscheiden kann, atalle Ungleichungen erfillt und wenn nicht eine verletzte Ungleichungen berechnen)
3.Variante: Kombination der beiden Ansatze: Langrangean Relaxation. (Hoffnung: Finde Schranken mit der Qualitat des
2.Ansatzes in Laufzeit vergleichbar der des 1. Ansatzes)

Ignoriert man die Ungleichungehe € 6" (v)xe < 1, erhalt man die Beschreibung des Minimum-Branching-Problemes.
Idee: Ziehe diese Ungleichungen in die Zielfunktion, d.h. ,bestrafe” Lésungen, die Ungleichungen verletzen.
Mathematisch: Wahle flr jede Ungleichufiges+(,) Xe < 1 einen Wer{y, > 0 und I6se das Problem fur die modifizierte
Kosten Funktion fir jeden TS-Pfad

. T
min c'X -1
x branching * v; v (eeéz(v) e )

<0

= min(v,w) € E(Ciyw) -+ Hv)Xe — zuv
ve

Fakt: Die Optimale Wahl vop liefert die gleiche Schranke wie da®. Algorithmus zum Berechnen einer guten Wahl
fur W Iteratives Verfahren:
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L]

Starte mit belp.

* Berechne minimales Branching bzgl. der modifizierten Kosten.

L]

Ist der Ausgangsgrad eines Knotengrof3er als 1, erhohg umA - (Ausgrad— 1)
« Ist der Ausgangsgrad eines Knoter, erniedriggt, um min(py,A)

¢ ErniedirgeA langsam (z.BA = 0.9\ alle 100 Iterationen)

Dieses Verfahren konvergiert bei geeigneter Wahlpgegen das Optimum.

9 Idee der amortisierten Analyse mittels Potenzialfunktion

Angenommen diete Operation auf einer Datenstruktur kostaindc; ,schwankt stark®. Viele Operationen sind ,billig*,
aber einige haben ,hohe" Kosten. Also ist die worst-case-Laufzeit hoch.

Deshalb analysieren wir die worst-case Kosten ro@perationen insgesamt. Kénnen wir zeigen, dag3perationen
hochstensn- f (n) kosten, sagen wir, jede Operation hat amortisierte Kostah(Wobein meist die maximale GréR3e der
Datenstruktur reprasentiert).

Eine Potenzialfunktion ist ein Hilfsmittel, um die Kosten einer Folge von Operationen analysieren zu kénnen:

« |dentifiziere den Grad der Schwankungen

* Belege die Datenstruktur mit einem ,hohen* Potenzial, wenn es eine teure Operation geben kann. Wird diese dann
ausgefihrt, muss das Potenzial fallen.

« Wahle die Potenzialfunktion geschickt so, dass- ®; — ®;_; moglichst klein ist, wobei®; das Potenzial der
Datenstruktur nach désten Operation ist. Sagen wir+ ®; — ®;_1 < f(n).

Dann kosterm Operationen
m m
¢ < (f(n)+¢i_1—¢i):mf(n)+¢o—¢m
29°2

Kann man jetzt noch zeigen, da®g < ®p,ist (z.B. Py = 0, d; > 0), dann sind die amortisierten Kosten einer Operation

I;(eriz.piel Binarzahler: Ein Hochz&hlen ist teuer, wenn viele Einsen zu Beginn. Beim Hochzahlen verringert sich dann die
Anzahl der Einsen. Wéhle also
@; = c- (Anzahl der Einsen)
und rechne.
¢ € O(k+1), wobeik die Anzahl der Einsen am Ender der Bit-Représentation der aktuellen Zahl
O —d_1=k—1
¢ € O(k+1) heit:3c’ : ¢ <c(k+1)
a=C+® —P_1<c(k+1)—c(k—1)=2c€O(1)furc=c
Da®y =0 und®; > 0, gilt, dass die amortisierten Kosten pro Operatii) sind.
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